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Аннотация. Исследованы характеристики кодов в каналах с наихудшей случайной импульсной поме-
хой в виде гауссовского шума. Рассмотрен случай канала с памятью. Получена верхняя граница вероят-
ности ошибки на бит для таких каналов. Рассмотрены мягкие и жесткие решения приемника  соот-
ветственно с наличием и без  наличия информации о состоянии канала связи. Проведено сравнение  ха-
рактеристик некоторых сверточных кодов.

Annotation.The performance of codes   on channels with worst-case pulse Gaussian noise interference is 
investigated. The case of the channel with memory is considered. The upper bound on coded bit error probability is 
obtained for such channels. Soft decision receivers with  side information and hard decision receivers  without side 
information are considered. The performance of some convolutional codes is compared.
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1. Введение

Для защиты широкополосных каналов связи от 

случайной импульсной  помехи с ограниченной сред-

ней мощностью наряду с кодированием применяется 

перемежение [1,2]. Выбор параметров перемежения, как 

правило, осуществляется таким образом, чтобы исклю-

чить поражение одиночным импульсом помехи симво-

лов одной кодовой комбинации и тем самым обеспечить 

независимость ошибок [1]. В противном случае возника-

ет эффект группирования ошибок, иными словами канал 

связи приобретает память. Известны исследования таких 

каналов на основе  оценки критической скорости коди-

рования [3,4]. Результаты этих исследований показывают, 

что наличие памяти в канале связи приводит к ухудше-

нию его помехоустойчивости.

Однако при передаче фиксированного объема 

данных и в условиях априорной неопределенности от-

носительно значения длительности импульса помехи 

можно предположить, что допущение памяти в канале 

позволяет исключить неоправданное укорочение длины 

кода и тем самым скомпенсировать эффект группирова-

ния ошибок в пакеты за счет большей корректирующей 

способности кода. Так, это справедливо для блочных ко-

дов с алгебраическим декодированием в канале связи с 

псевдослучайной перестройкой рабочей частоты [5]. Слу-

чай декодирования по максимуму правдоподобия также 

рассматривался [6], однако полученные результаты тре-

буют, как будет показано ниже, коррекции с учетом уточ-

нения механизма  группирования ошибок.

Рассмотрим следующие основные случаи декоди-

рования по максимуму правдоподобия:

• с «мягкими» решениями с наличием информа-

ции о состоянии канала;

• с «жесткими» решениями без наличия информа-

ции о состоянии канала.

Такой выбор обусловлен тем, что при отсутствии 

информации о состоянии канала связи мягкие решения 

в условиях воздействия наихудшей импульсной поме-
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хи даже при отсутствии пакетирования ошибок не дают 

преимущества перед «жесткими» [2].

В исследовании будем предполагать, что  на вхо-

де приемного устройства помеха в течение времени сво-

его воздействия принимает вид аддитивного белого гаус-

совского шума со средней спектральной плотностью N
j
 , 

а сигнал, используемый для передачи символа кода, име-

ет энергию E
s
. 

2. Модель группирования ошибок

Сопоставим переданную последовательность сим-

волов 1 2( , , ..., )nx x x x  длиной n и канальную последова-

тельность на входе декодера 1 2( , , ..., )ny y y y  , которая 

уже прошла операцию деперемежения. Аналогом длины 

блочного кода у сверточных кодов может быть глубина 

декодирования, зависящая от длины кодового расстоя-

ния . 

Введем понятие «пакет ошибок», под которым бу-

дет понимать совокупность символов одной кодовой 

комбинации, которые могут быть поражены одиночным 

импульсом помехи.

Последовательность y разобьем на определенное 

количество пакетов общим количеством L. Для удобства 

анализа будем предполагать, что длина каждого из них 

равна некоторой величине b, которая характеризирует 

память канала. В i-м  пакете длиной b может содержаться   

m
i
 символов, в которых переданная последовательность 

отличается от ошибочно принятой, при этом 0,im b .

Учитывая, что при декодировании по максиму-

му правдоподобия ошибка происходит тогда, когда на 

основе анализа последовательности y решение при-

нимается не в пользу переданной последовательно-

сти 1 2( , , ..., )nx x x x , а в пользу последовательности 

1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ..., )nx x x x , которая отличается от переданной в d 

позициях, получим 
1

L

i
i
m d . Количество ненулевых па-

кетов обозначим через L
nz

, так что 
1

nzL

i
i
m d .

Поскольку длины пакетов m
1
, m

2 
,..., m

Lnz
 будут слу-

чайными, то и сама величина L
nz

 также будет случайной. 

Понятно, что из всех пакетов следует рассматри-

вать только те, в которых переданная последователь-

ность отличается от принятой, т.е 1,im b . Эти пакеты 

ошибок, а также символы, в которых принятая последо-

вательность отличается от переданной, будем называть 

«ненулевыми».

Количество «ненулевых» пакетов L
nz

 будет макси-

мальным, когда в каждом из них содержится только по 

одному «ненулевому» символу. Соответственно мини-

мальным количество пакетов будет тогда, когда в каждом 

из них ненулевыми будут все символы. Для последнего 

случая количество пакетов длиной b определится выра-

жением /l d b . Кроме l пакетов длиной b необходи-

мо также рассматривать «ненулевой» пакет длиной b, до-

полняющий эти пакеты до величины d 

d b bl .     (1)

Соответственно последовательности длиной b и   

b можно выбрать в качестве основы для дальнейшего 

анализа распределения «ненулевых» пакетов. Так, на дли-

не каждой из этих последовательностей можно разме-

стить как один пакет максимальной длины, так и некото-

рое количество комбинаций из пакетов меньшей длины.

Тогда для производящей функции длин «ненуле-

вых пакетов»   справедливо следующее выражение:

 ( ) ( ) lb bC C C ,         (2)

где Cb, C b – производящие функции распределения «не-

нулевых» длин пакетов символов на интервале анализа 

соответственно длиной b и b.

Можно показать, что производящая функция C(i), 

где i может принимать значение b либо b определяется 

следующим рекуррентным соотношением:

1
( ) 1

( )

1

, 1;

, 1.
i i

i j
i j

j

C i
C

C C i
    (3)

Если считать появление различных комбинаций 

равновероятным, то вероятностное распределение ( )iÊ  

длин «ненулевых» пакетов на интервале анализа длиной   

i определится как отношение C(i) к числу N
i
 комбинаций 

длин «ненулевых» пакетов на этом интервале.

Анализ выражения (3) показывает, что для произ-

вольного N
i
 справедливо следующее соотношение: 

 1

1

1, 1;

1 , 1.
i

i
j

j

i
N

N i
       (4)

Из выражения (4) следует, что N
1
=1, N

2
=2, N

3
=4 и т.д. 

Поэтому  можно увидеть, что 
1 1

1 1

1 1
1 1 2 2

i i
j i

j
j j
N , 

так что
( )( )

12
ii

i
CK .       (5)

Полученное выражение (5) с учетом выражения 

(3) отражает характер группирования ошибок и позволя-

ет перейти  к оценке вероятности ошибки на бит P
b
.

3. Определение верхней границы 
для вероятности ошибки на бит

Определим вероятность возникновения импуль-

са помехи на интервале передачи любого пакета через 

. Последовательность ненулевых пакетов сопоставим c 
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последовательностью 1 2 1( , , ..., )lz z z z  «сторонней» ин-

формации о состоянии канала связи, где z
i
 – случайная 

величина, принимающая значение 1 с вероятностью  и 

значение 0 – с вероятностью –1 .

Для декодирования по максимуму правдоподобия 

воспользуемся решающей метрикой , ;m y x z , которая, 

обладая свойством аддитивности, для канала с пакетами 

ошибок примет следующий вид: 

1
( , ; ) ( , ; )

inz s i mL

j j i
i j s i

m y x z m y z ,   (6)

где 1

1

1, 1;
( )

, 1.
i

j
j

i
s i

m i

 С учетом обозначения решающей метрики в виде 

(6) вероятность того, что декодер примет решение в 

пользу последовательности 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ..., )nx x x x , отличаю-

щейся от переданной в d символах, определится следую-

щим выражением:

ˆ ˆ( , ; ) ( , ; ) 0d xP x x P m y x z m y x z  . (7)

Получить выражение (7) в аналитическом виде 

достаточно сложно, поэтому предложим следующий ме-

тод для нахождения верхней границы для вероятности 

ˆdP x x .

Воспользовавшись асимптотически точной верх-

ней границей Чернова [7], вместо выражения (7) будем 

иметь

0 0

ˆ ˆmin exp ( , ; )
inz s i mL

d j j i
j s ii

P x x E m y x z m

( , ; )j j i xm y x z

или с учетом независимости слагаемых друг от друга в 

правой части ˆ( , ; ) ( , ; )j j i j j im y x z m y x z

0 0 1

ˆ ˆmin exp ( , ; )
nz iL m

d j j i
i j

P x x E m y x z

( , ; )j j i xm y x z ,      (8) 

где E() – математическое ожидание стоящей в скобках 

случайной величины;

 – неотрицательная величина.

Найденное распределение длин «ненулевых» па-

кетов  (5) определяет возможные их конфигурации и 

количество, а также вероятность возникновения каж-

дой из конфигураций на соответствующей длине ана-

лиза. Тогда заменой в распределении (5) величин C
i 
на 

1

ˆexp ( , ; ) ( , ; )
i

j j i j j i
j

m y x z m y x z   и учете того, что 

имеется l интервалов анализа длиной b и один интервал 

анализа длиной b, можно получить искомое выражение 

для  математического ожидания правой части выражения 

(8):  
( ) ( )

0
ˆ min

lb b
dP x x K K ,  (9)

где K(i) определяется из совокупности выражений (3) и 

(5), a коэффициент C
i 
, входящий в (3), – соотношением

0

ˆexp ( , ; 1) ( , ; 1)
i

i j j j j x
j

C E m y x z m y x z +   

0

ˆ1 exp ( , ; 0) ( , ; 0) .
i

j j j j x
j
E m y x z m y x z (10)

Для каждого из «состояний» канала z слагаемые   

имеют одинаковые распределения, поэтому, введя обо-

значение 

 ˆ( , ) exp ( , ; ) ( , ; )j j j j xD z E m y x z m y x z ,

можно заменить выражение (10) следующим:

, 1 1 , 0i i
iC D z D z . (11)

Комбинируя теперь выражения (11), (3) и (5), уви-

дим, что  
( )

1

i
i j

j
j

K a ,  где a
1
, a

2
,..., a

i
 – некоторые неот-

рицательные коэффициенты. Из неравенства Иенсена [2] 

следует, что ( ) ( )i jj iK K  для всех неотрицательных 

j i. Тогда
( ) ( ) ( )

b
b b bK K .    (12)

С учетом выражений (1) и (12) вместо (9) получим 
( )

0
ˆ min

d
b db

dP x x K D  ,  (13)

где D – параметр, который принято использовать для 

оценки помехоустойчивости без уточнения параметров 

применяемого кода [1, 2].

Из (13) следует, что
1

( )

0
min b bD K  .      (14)

С учетом выражения (13) верхняя аддитивная гра-

ница для вероятности ошибки на бит определится выра-

жением [1] 

ˆ
f f

d
b d d d

d d d d
P A P x x A D , (15)

где A
d
 и d

f
 – соответственно распределение весов кода и 

свободное кодовое расстояние.

Совокупность выражений (14), (15), (5) и (3) в 

общем виде определяет верхнюю границу вероятности 

ошибки на бит для канала с группированием ошибок.

4. Мягкие решения, наличие 
информации о состоянии канала

Метрика декодирования , ;m y x z  при наличии 

информации о состоянии канала, как правило, выбирает-

ся таким образом, чтобы , 1 , 0D z D z . Поэ-

тому вторым слагаемым в правой части выражения (11) 

можно пренебречь, т.е

, 1 i
iC D z .    (16)

Подстановка выражения (16) в выражение (3) по-
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зволяет переписать последнее  в следующем виде:

( ) 1
( )

1

, 1 , 1;

, 1 , 1 , 1.
i i

i i j j

j

D z i
C

D z C D z i
 17)

Если ввести обозначение
( ) ( ) ( , 1)i i iC L D z    (18)

и сопоставить выражения (17) и (18), можно увидеть, что 

величина L(i) определяется следующим рекуррентным со-

отношением:

 ( ) 1
( )

1

, 1;

1 , 1.
i i

i j

j

i

L
L i

  (19)

Предположим теперь, что 
1( ) 1 iiL .    (20)

Для доказательства верности выражения (20) до-

статочно его подставить в (19), ввести переменную k=i–j 

и изменить порядок суммирования. В результате можно 

получить, что 
1 1

1 1( ) ( )

0 1
1 1 1 1

i i
k ii k

k k
L L , (21)

что и требовалось доказать.

Последовательно подставив выражение (20) в 

(18), а (18)  в (15), получим
( 1)

0

1min , 1 .
2

b
b

D D z   (22)

Обозначив через opt значение , которое мини-

мизирует правую часть (22), получим
( 1)

0

1min , 1
2

b
b

opt dD D z  , (23)

где  
0

, 1 min , 1optD z D z . 

При декодировании с «мягкими решениями» и ко-

герентным приемом метрика ( , ; 1)j j im y x z  определит-

ся как [2]

( , ; 1)j j i j jm y x z y x .

Для указанной метрики справедливы соотноше-

ния:
2, 1 exp 2 /s s jD z E E N

и

, 1 expopt s

J

E
D z

N
.   (24)

Учет выражения  (24) позволяет привести выраже-

ние (23) к следующему виду:
( 1)

1 exp
2

b
b

s

J

E
D

N
.  (25)

Можно показать, что наихудшей будет импульсная 

помеха, если вероятность   выбрана таким образом, что-

бы максимизировать правую часть равенства (25), т.е. бу-

дет определяться следующим выражением:

21 1 1 10.5 1 1 4 ,
2

11, .
2

s s s s

J J J J

s

J

bE E E EbN N N N b

bE
N b

;

На рис. 1 для некоторых сверточных кодов со ско-

ростью кода r=1/3  представлены зависимости вероятно-

сти ошибки на бит от отношения E
b 
/N

j
, где E

b 
= E

s
 r. 

При этом, для кода с длиной кодового ограниче-

ния 3 оценивалось влияние пакетов ошибок с длина-

ми, равными 1, 2 и 3, а для кодов с длинами  кодового 

ограничения 6и 9 – влияние пакетов ошибок с дли-

нами, большими  вдвое и втрое соответственно.

Анализ рис. 1 показывает, что при фиксирован-

ной задержке необходимо выбирать сверточные коды с 

как можно большим значением длины кодового ограни-

чения, несмотря на то, что ошибки при этом группиру-

ются в пакеты все большей длины. Ограничением здесь 

может быть только сложность реализации декодера, ко-

торая растет экспоненциально с увеличением длины ко-

дового ограничения.

Аналогичные результаты можно получить и для 

кодов со скоростью r=1/4 .

Для некогерентного приема ортогональных сиг-

налов оптимальным является демодулятор, имеющий 

количество каналов, соответствующее объему алфавита 

сигналов M. В каждом из каналов осуществляется свертка 

и возведение в квадрат принимаемого колебания отдель-

но  с синфазной и отдельно с квадратурной составляю-

щей одного из ортогональных сигналов с последующим 

суммированием результатов этих операций. Величину на 

выходе канала приема i-го ортогонального сигнала обо-

значим через e
i
.

Метрика ( , ; 1)j j im y x z  для этого типа приема 

предполагает использование максимальной величины e
i
, 

где 1,i M . С учетом передачи символа x
j
 i-м сигналом [2]:

( , ; 1) / 2
jj j i xm y x z e .

Рис. 1. Зависимость вероятности ошибки на бит  от отношения   
для канала с «мягкими» решениями, наличием  информации 

о состоянии канала и когерентным приемом
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Для указанной метрики

2

exp
1

, 1
1

s

Jopt

E s
N s

D z
s

 ,   (26)

где
2

1 6 1
2 2 2

2

s s s

J J J

E E E
N N N

s
. (27)

Соответственно

( 1)

2

exp
11

2 1

sb
b

J

E s
N s

D
s

, (28)

где s определяется выражением (27).

Для нахождения значения , которое максими-

зирует правую часть выражения (28), можно воспользо-

ваться одним из численных алгоритмов нахождения экс-

тремумов.

Как и в случае когерентного приема, полученные 

соотношения могут быть использованы для оценки вли-

яния пакетов ошибок на помехоустойчивость канала со 

сверточными кодами, имеющими различные длины ко-

дового ограничения, в соответствии с изложенной выше 

методикой. Расчеты, проведенные с использованием вы-

ражений (28), (27), позволяют утверждать, что выводы по 

выбору длины кодового ограничения аналогичны тем, 

которые были сделаны для случая когерентного приема.

5. Жесткие решения, отсутствие 
информации о состоянии канала

Для декодирования с «жесткими» решениями без 

наличия информации о состоянии канала [2]
1, ;

( , ; )
0, .

j j
j j i

j j

x
m y x z

x    (29)

При  воздействии импульсной помехи, вызываю-

щей  ошибки в кодовом символе с вероятностью p, спра-

ведливо условие

ˆ( , ; 1) ( , ; 1)

1, 1 ;
( 2)0, ;( 1)

1, .1

j j i j j im y x z m y x z

p
M p

M
p

M

В свою очередь, при z
i
=0  ошибки отсутствуют, так 

что

 ˆ( , ; 0) ( , ; 0) 0j j i j j im y x z m y x z . (30)

Значение вероятности p зависит от отношения 

E
s 
/N

j
 . Вид функциональной зависимости определяется 

методом модуляции и способом приема («когерентный» 

или «некогерентный» прием).

Для когерентного приема ортогональных сигна-

лов эта функциональная зависимость принимает вид
2 1

0

1 21 exp( ) ( ) ,22
M Etp t dt

N
,(31)

где 
21 exp( )22

x
tx dt  ,

а для некогерентного

 
2

1 11 exp / 1
M

i i
M s J

i
p C E N

M i
,  (32)

где C
M

i – биномиальный коэффициент.

С учетом (29) и (30) выражение (11) примет сле-

дующий вид:

( 2)(1 ) exp( )
1 ( 1)

(1 )exp( )

i

i
M p pC p exp
M M

i  
или

 

( 2)(1 ) exp( )
1i

M pC p
M

exp(2 ) (1 ) exp( )
( 1)

i

p i
M

,  (33)

где  
10,1 , 0,Mp

M
 .

Введя обозначение 

( 2)(1 ) exp( ) exp(2 )
1 ( 1)

i

j
M p pR p
M M  

(1 )      (34)

и подставив выражение (33) в (3), можно увидеть, что 
( ) ( )

0
min expi iC R i ,

где 

1
( ) 1

( )

1

, 1;

, 1.
i i

i j
i j

j

R i
R

R R R i
   (35)

Соответственно
1

( )

10
min exp

2

b b

b

RD .   (36)

В свою очередь, случайная импульсная помеха бу-

дет наихудшей, если вероятность появления отдельного 

его импульса  выбрана таким образом, чтобы максими-

зировать правую часть выражения (36), т.е.
1

( )

100 1
max min exp

2

b b

b

RD .  (37)

На рис. 2 для некоторых сверточных кодов со ско-

ростью кода r =1/3  представлены зависимости вероят-

ности ошибки на бит от отношения E
b 
/N

j
 при передаче 
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символов кода методом ФМ-2, рассчитанные с использо-

ванием выражений (15) и (34), (35) и (37). При этом для 

кода с длиной кодового ограничения = 3 оценивалось 

влияние пакетов ошибок с длинами, равными 1, 2 и 3, а 

для кода с длиной кодового ограничения = 9 – влияние 

пакетов ошибок с длинами, большими втрое.

Анализ рис. 2 показывает, что выводы по выбору 

длины кодового ограничения не отличаются от сделан-

ных выше.

6.  Выводы

Таким образом, получены соотношения, которые 

позволяют определить достижимую помехоустойчивость 

канала связи с декодированием по максимуму правдопо-

добия в условиях воздействия случайной импульсной по-

мехи, вызывающей группирование ошибок в пакеты пе-

ременной длины, для следующих случаев:

• с «мягкими» решениями и наличием информа-

ции о состоянии канала;

• с «жесткими»  решениями и без наличия инфор-

мации о состоянии канала.

В этих соотношениях учтены «когерентный» и 

«некогерентный» способы приема, а также верхняя адди-

тивная граница, граница Чернова и неравенство Иенсена 

для выпуклых функций.

Полученные оценки позволяют утверждать, что 

при фиксированной задержке передачи сообщения для 

исследуемого типа канала необходимо выбирать свер-

точные коды с как можно большим значением длины ко-

дового ограничения, несмотря на то, что ошибки при 

этом группируются в пакеты все большей длины.

Рис. 2. Зависимость вероятности ошибки на бит  от отношения   
для канала с «жесткими» решениями, отсутствием информации 

о состоянии канала и когерентным приемом
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