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Аннотация. Рассмотрены и доведены до практических вычислительных правил решения прямой и об-
ратной вариационных задач на кеплеровой дуге с участием вариаций положений и скоростей в двух её 
точках, одна их которых принадлежит подвижной целевой поверхности..

Annotation. Are observed and finished to practical computing rules of the solution of direct and inverse variational 
problems on Kepler's arc with involvement of variations of rules and velocities in two points, one their which 
belongs to a sliding target surface.
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Представленный материал применим для непо-
средственного инженерного использования. Все соотно-
шения в работе справедливы для произвольного вида ке-
плеровой дуги. Статья содержит полный набор необхо-
димых для решения вариационных задач на целевой по-
верхности соотношений и их доказательство.

Рассмотрены интересные с практической точки 
зрения примеры использования полученных результатов. 

Статья является второй из представляемой серии. 
В работе [2], являющейся началом исследований, указан 
перечень обозначений и представлен рисунок (II, рис.1). 

С точки зрения практического использования осо-
бое положение занимают производные, обеспечивающие 
постоянную принадлежность вектора (2)r  на траектории 
космического объекта (КО) некоторой подвижной по-
верхности, собственное движение которой не зависит от 
движения КО. Данная поверхность может быть либо ге-
оидом Земли в точке приземления КО, либо аналитиче-
ски заданной границей зоны обзора информационного 
средства, дислоцированного на вращающейся Земле или 
движущемся носителе, либо специально подобранной по-
верхностью, выбор которой позволяет раскрыть манев-
ренные возможности КО. В любом случае подобные про-
изводные являются ключевыми для целого спектра прак-
тических задач. В частности, такие частные производные 
могут быть использованы в алгоритмах дифференциаль-
ных коррекций траекторий КО при построении зависи-
мостей размеров и ориентаций эллипсов рассеивания ко-

ординат приземления КО, оценке разбросов положений 
входов КО в зоны обзоров информационных средств, 
либо при получении иной полезной информации.

1. В общем случае регулярная поверхность в кон-
фигурационном пространстве определяется скалярным 
уравнением от времени и векторного аргумента 

(2) (2) (2)
(2)( , ) 0; , 0.t r v
r

 (1)

Поверхность, на которую накладывается требова-
ние (1), будем называть целевой поверхностью. 

В работе рассматриваются свойства вариаций на 
целевой поверхности, а также их взаимосвязь с вариаци-
ями положения и скорости КО в точке A ([2], рис.1). Диф-
ференцируя уравнение (1) по некоторому траекторному 
параметру, напишем
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Выберем в качестве параметра дифференцирова-
ния последовательно векторы положения и скорости, а 
также текущего времени. В итоге получим частные про-
изводные от времени достижения целевой поверхности
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где функция (P)
2   представляет собой скорость измене-

ния функции Ф вдоль траектории КО в точке её пересе-
чения с целевой поверхностью

(P) (2)
2 (2) (2) , .

t
v

r
   (4)

Уравнения (3) однозначно характеризуют по-
ставленную в работе вариационную задачу. Обозначим 
через ( )

3e  единичное направление градиента функции 
(2)

2( , )t r  (1)
( )
3 (2) (2)e

r r
   (5)

и определим это направление посредством направляю-
щих косинусов j  в виде

( ) (2)
3 1 2 2 3 2

2 2 2
1 2 3

;

1.

j j
j

e e Q c
  (6)

Дополнительно для последующего использования 
введём в рассмотрение безразмерные коэффициенты

(P)
2
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1k ; k ,f tV V
r r

 (7)

которые в силу уравнения (4) связаны равенством
( ) ( )

T 3 2k k ( , ).a
f e x    (8)

С учётом введённых обозначений уравнения (3) 
перепишутся в виде
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Подставив частные производные (9) в уравнения 
([2], 2.4) и ([2], 2.5) для матриц частных производных, на-
пишем общий вид матриц частных производных от век-
торов положения и скорости КО на целевой поверхности
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При этом частные производные по текущему вре-
мени t от векторов положения и скорости КО в точке В 
([2], рис.1) удовлетворят равенствам

(2) (2)
(2) (2)T T

2
2

k k; .
k kf ft t R

r vv  (11)

Как следствие, взаимосвязь ([2], 3.20) и ([2], 3.21) 
между элементами матриц изохронных производных 
([2], 3.6) – ([2], 3.9), с одной стороны, и элементами пол-
ных матриц частных производных ([2], 3.17) с другой – 
определится уравнениями
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где ,k j – символ Кронекера. С учётом выписанных эле-
ментов полных частных производных (10) перейдём к 
рассмотрению вопроса взаимосвязи вариаций векторов 
положения и скорости КО в точке A ([2], рис.1) и точ-
ке (В) пересечения его траектории с целевой поверхно-
стью. Использовав равенства (10) и (11), выпишем урав-
нения для определения полных вариаций векторов поло-
жения   и скорости   в точке В ([2], рис.1)
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В выписанных уравнениях изохронные состав-
ляющие вариаций положения (2)

0r  и скорости (2)
0v  в 

точке B ([2], рис.1) определены равенствами ([2], 3.38). 
Сравнив уравнения (13) с уравнениями (II,3.37), выпи-
шем уравнение для вариации (2)t  времени достижения 
целевой поверхности
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Перейдём к рассмотрению уравнения трансвер-
сальности ([2], 3.45), описывающего взаимосвязь между 
вариациями положения (2)r , скорости (2)v  и времени 
достижения целевой поверхности (2)t . Подставим в него 
уравнения (10). Учтя взаимосвязи между матрицами част-
ных производных ([2], 3.25), ([2], 3.26) и ([2], 3.29), в ито-
ге напишем

(2) (2) ( )
T 2 3k ( , ) 0V t r e    (15)

при этом коэффициент (2)
TL  ([2], 3.44) удовлетворит урав-

нению 
(2) T
T

kL 1
k f

.    (16)

Равенство (15) можно было бы непосредствен-
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но получить из первого уравнения (14) с использовани-
ем (8). Уравнение (15) полностью заменяет уравнение 
трансверсальности ([2], 3.45) и не зависит от вариации 
скорости (2)v , что обусловлено заданием целевой по-
верхности (1) в конфигурационном пространстве.

Для решения конкретной вариационной зада-
чи на практике требуется введение системы координат 
( ) ( ) ( )
1 2 3( , , )e e e  на целевой поверхности, у которой век-

торы ( )
1(e  и ( )

2e  расположены в мгновенной касатель-
ной плоскости к поверхности (1) (2)

2( , ) 0t r , а вектор 
( )
3e  определён уравнением (6) и направлен по нормали к 

этой поверхности.
При использовании уравнений обратного пре-

образования ([2], 3.40) или ([2], 3.42) вариации (2)r  и 
(2)v  считаются известными. Вместе с тем выбор вари-

ации  (2)r  должен производиться с учётом выполнения 
уравнения трансверсальности (15). Подставим вариацию 

(2)t  из уравнения (14) в равенство (15). Получим

(2) (2) ( )T
0 3

k ,
k f

r r e .   (17)

При решении практических задач интересуют ва-
риации положения и скорости КО в точке B ([2], рис.1), 
исчисленные непосредственно на движущейся целевой 
поверхности. В этой связи необходимо определить вза-
имосвязь абсолютных вариаций положения (2)r  и ско-
рости (2)v , относительных вариаций положения (2)r  
и скорости (2)v , реализуемых непосредственно на под-
вижной целевой поверхности.

Пусть (2)v  – переносная скорость точки пересе-
чения траектории КО с целевой поверхностью. Тогда, 
если через (2)r  обозначить относительную (на подвиж-
ной поверхности) вариацию координат точки достиже-
ния КО целевой поверхности, то окажутся справедливы 
равенства

(2) (2) (2) (2) ( )
3; ( , ) 0.r r r r e   (18)

Введённая относительная вариация (2)r  отлича-
ется от абсолютной вариации (2)r  вектора достижения 
целевой поверхности на величину (2)r  переносной ва-
риации 

(2) (2) (2)tr v ,    (19)

для которой, в силу (17) и второго уравнения (18), выпол-
нено условие

(2) ( ) (2) (2) ( )T
3 0 3

k( , ) ( , )
k f

tv e r e .  (20)

При этом уравнение (17) оказывается полностью 
идентично уравнению трансверсальности ([2],3.45) или 
(15). Поэтому, если в процессе решения обратной задачи 
вместо абсолютной вариации (2)r  задавать относитель-
ную вариацию  (2)r , определённую на движущейся целе-

вой поверхности, то уравнения трансверсальности будут 
выполнены всегда, и вариацию (2)t   времени подхода КО 
к целевой поверхности можно выбирать произвольно.

Для вектора (2)r , расположенного на целевой по-
верхности и совпадающего с вектором (2)r  в момент вре-
мени (2)t , всегда выполнены равенства 

(2) (2) (2) (2)

(2) (2) (2)

0; ;

,t
r v r r E
r v

  (21)

так что в соответствии с (2) выполнено условие
(2)

(2) (2) , 0
t

v
r

   (22)

или
(2) ( ) (G)

2 T 3k ,Vv e v    (23)
где скользящая составляющая (G)v  переносной скорости 
расположена непосредственно на целевой поверхности. 
При этом относительная скорость (2)v  подхода КО к це-
левой поверхности удовлетворит равенству 

(2) (2) (2)v v v  .    (24)

Переносная скорость (2)v  является функцией по-
ложения (2)r  и времени (2)t  достижения целевой поверх-
ности

(2) (2) (2) (2)( , )tv v r .   (25)

Частные производные (2) (2)v r  и (2) (2)tv  
от переносной скорости (2)v  так же, как и сама перенос-
ная скорость, не являются (в полном объёме) характери-
стиками движения целевой поверхности, определяются 
для каждой конкретной задачи отдельно и в данном раз-
деле считаются известными. 

В процессе программной реализации решение 
прямой вариационной задачи производится по правилу:

• выбираем требуемые вариации положения r, 
скорости v и времени (t  в точке А ([2], рис.1).

• находим изохронные составляющие вариаций  
(2)
0r  и (2)

0v  с использованием уравнений ([2], 3.38);
• в соответствии с уравнением (14) определяем ва-

риацию (2)t  времени достижения целевой поверхности;
• рассчитываем ([2],3.37) абсолютные вариации 

(2)r  и (2)v  в точке В ([2], рис.1);
• определяем относительные вариации (2)r  и 

(2)v  на движущейся целевой поверхности в соответ-
ствии с правилом

(2) (2) (2) (2)

(2) (2)
(2) (2) (2) (2)

(2) (2)

;

.

t

t
t

r r v

v v
v v r

r

 (26)

После получения относительных вариаций по 
формулам (26) их необходимо формально спроектиро-
вать на орты системы координат ( ) ( ) ( )

1 2 3( , , )e e e , введён-
ной на целевой поверхности в точке В ([2], рис.1). Никаких 
дополнительных алгебраических действий не требуется. 
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Решение обратной вариационной задачи произ-
водится по правилу:

• выбираем требуемую относительную вариацию 
(2)r  из условия её принадлежности целевой поверхно-

сти (2) ( )
3( , ) 0r e  (18);

• выбираем вариацию относительной скорости 
(2)v  и времени (2)t  прихода КО к целевой поверхности;

• рассчитываем абсолютные вариации в точке В 
([2], рис.1) в соответствии с правилом

(2) (2) (2) (2)

(2) (2) (2)
(2) (2) (2) (2) (2)

(2) (2) (2)

;

.

t

t
t

r r v

v v v
v v r v

r r
;

(27)

• подставляем полученные вариации (2)r , (2)v  , 
а также ранее выбранную вариацию (2)t  в уравнения 
([2], 3.40). Получаем искомые вариации положения r 
и скорости v в точке А ([2], рис.1) как функции вариа-
ции времени проведения импульса (t , которую для од-
нозначности решения можно положить равной нулю.

Рассмотрим частный случай, когда целевая по-
верхность жёстко связана с вращающейся Землёй. 
Пусть единичный вектор 

(0)
3j  направлен из центра Зем-

ли в сторону Северного полюса. Если допустить, что 
(0)
3j  – угловая скорость вращения Земли, то пере-

носная скорость (2)v  запишется в виде
(2) (0) (2)

3[ ]v j r .    (28)

Введём в рассмотрение постоянные относительно 
вращающейся Земли и ортогональные между собой еди-
ничные векторы (1)

3j и (2)
3j , расположенные в плоскости 

экватора и удовлетворяющие равенству (0) (1) (2)
3 3 3[ ]j j j .

Тогда, дифференцируя уравнение (28) по вектору  
(2)r , формально получаем

(2) (2) (2) (1) (1) (2)
3 3 3 3( )v r j j j j . (29)

Более того, для любого вектора x, определённо-
го в точке А ([2], рис.1), окажется справедливо равенство 

(2)
(0)
3(2) [ ]

v
x j x

r
. При этом частная производная от 

переносной скорости по времени достижения целевой 
поверхности будет равна нулю

(2) (2) 0tv .    (30)

Уравнения (26), используемые для решения пря-
мой вариационной задачи на связанной с Землёй целе-
вой поверхности, примут вид

(2) (2) (0) (2) (2)
3

(2) (2) (0) (2)
3

[ ] ;

[ ].

tr r j r

v v j r
  (31)

После получения вариаций (2)r  и (2)v  с исполь-
зованием (31) они окажутся представлены в ортах абсо-
лютной системы координат. Для получения вариаций в 
связанной с Землёй системе координат достаточно про-

сто спроектировать эти вариации на соответствующие 
орты.

Уравнения (27), использующиеся для решения об-
ратной задачи, в рассматриваемом частном случае пере-
пишутся в виде

(2) (2) (0) (2) (2)
3

(2) (2) (0) (2)
3

[ ] ;

[ ].

tr r j r

v v j r
  (32)

При этом вариации (2)r  и (2)v  предварительно 
должны быть представлены в абсолютной системе коор-
динат посредством простого проектирования на соот-
ветствующие орты.

2. Пример. Целевая поверхность 
представляет собой вертикальный конус 

с центром на поверхности Земли
Во многих практических задачах интересуют ва-

риации положения и скорости КО на нижней границе 
сектора ответственности РЛС, представляемой в виде ко-
нической поверхности с углом места .

Местоположение КО на вращающейся Земле обо-
значим вектором (st)r  и положим

(st) (st) (st) (st) (st); .R Rr r   (33)

Введём обозначение для вектора прямой дально-
сти D , определяемого в инерциальном пространстве

(2) (st)D r r .    (34)

В последнем выражении вектор (st)r  предполагает-
ся заранее представленным в абсолютном пространстве. 
Положим

D ; D .D d D   (35)

Единичный вектор d  (направление на цель) 
представим в виде

(st) (nor ) (ost )
st stsin ( cos sin )cosd j j . (36)

В котором единичный вектор (nor )
stj  направлен из 

точки стояния РЛС на север, а единичный вектор (ost)
stj – 

на восток. Величина  представляет собой азимут на-
правления на КО, отсчитываемый от Северного полюса 
по часовой стрелке. Примем функцию Ф (1) в виде

(2) (st) (st)( , ) D sin Rr .  (37)

С учётом определения (28) переносной скорости 
справедливы равенства

(st) (ost)
2 st st

(2) (st) (ost)
st st

(2)

cos ;

cos ;

,

t

t R

j

D j

D r E

  (38)

так что
(2) (st) (ost )

st st

(2)

D cos ( , );

D .

t R d j

r d
 (39)

Полагая величины  и (st)R  постоянными (задан-
ными), дифференцируем уравнение (37). В итоге полу-
чаем
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(st)
(ost )

2 st 2 st(2)

(st)
(2)

cos 1 sin ( , );
D

sin ,

RR
t

j

d
r

 (40)

так что
(st)

( )
3(2)

sin
cos ; .

cos
d

e
r  (41)

Функция (P)
2  (4) примет вид

(P)
2 D cos ,   (42)

где угломестная скорость  КО в местной сферической 
СК определится уравнением

( ) (2)
3D ( , )e v .   (43)

Коэффициенты (7) удовлетворят равенствам

2

(st)

T st
2

D
k ;

D
k 1 sin cos sin .

D

f V

R
V

 (44)

Вариация (2)t  (14) времени достижения целевой 
поверхности определится уравнением

(2) ( )
(2) 0 3( , )1 .

D
t r e

   (45)

Выписанных уравнений достаточно для непосред-
ственного программирования прямой и обратной вари-
ационной задачи для рассматриваемой целевой поверх-
ности. 

3. Целевая поверхность, представляющая 
собой геоцентрическую сферу

Пересчёт вариаций с неподвижной сферы на вра-
щающуюся, а также наоборот, с вращающейся сферы на 
неподвижную, производится с использованием уравне-
ний (31) и (32). Здесь, в силу большой практической зна-
чимости, рассмотрим взаимосвязь вариаций положения 
и скорости КО в точке A ([2], рис.1) и в точке B, которая 
расположена на неподвижной сфере с центром в центре 
Земли и радиуса Ra. Другими словами, положим

0,aR R     (46)
так что

(2) (2)
2 0; .t r   (47)

Векторы ( ) ( ) ( )
1 2 3( , ,e e e  выразятся через орты си-

стемы координат в точке B соотношениями
( ) (2) ( ) ( ) (2)
1 2 3; ; .e Q e c e   (48)

Функция (P)
2  (4) окажется равной радиальной 

скорости КО в точке пересечения его траектории с целе-
вой поверхностью (1)

(P) (2) (2)
2 2( , ) Rv ,   (49)

так как 2 2 2tg R R C , то коэффициенты Tk и k f  опре-
делятся равенствами

T 2k 0; k sin .f    (50)

Уравнение (14), определяющее вариацию времени 
достижения неподвижной сферы, запишется в виде

(2) (2)
(2) 0

2 2

( , ) ,
sin

t
V
r

   (51)

После чего вариации положения и скорости до-
стижения КО целевой поверхности найдутся с использо-
ванием равенств ([2], 3.37). Частные производные от вре-
мени достижения целевой поверхности (9) с учётом за-
писи ([2], 3.2) примут вид

(2)
(R,R) (R,R)2

2 0,3,1 0,3,3

(2) (2)
(R,V) (R,V)2

2 0,3,1 0,3,3

ctg ( );

ctg ( ) 1

t R M M
C

t RR tM M
t

Q
r

Q
v

 (52)

и полные матрицы частных производных (12) с учётом 
тождеств ([2], 3.13), ([2], 3.14) и ([2], 3.15) перепишутся в 
виде

(R,R) 2
1,1 2

(R,R) 2
1,3 2

(R,R) (R,R) (R,R) (R,R) (R,R) (R,R)
1,2 2,1 2,3 3,1 3,2 3,3

(R,R) 2
2,2

cos ctg sin (1 cos );

1 1 (1 cos ) ctg ;

0;

1 (1 cos );

RM
p

RM
P

M M M M M M
RM
p

 (53)

(R,V) 2
1,1 2 2

(R,V) 2
1,3 2

(R,V) (R,V) (R,V) (R,V) (R,V) (R,V)
1,2 2,1 2,3 3,1 3,2 3,3

(R,V) 2
2,2

1 ctg sin ;

1 ctg sin ;

0;

sin ;

RM W
p
RM
p

M M M M M M
RM
p

 (54)

(V,R)
1,1

(V,R) (V,R)
1,2 1,3

(V,R) (V,R) (V,R) (V,R)
2,1 2,2 1,1 2,3

(V,R)
3,1 2

(V,R) (V,R)
3,2 3,3 2

1 tg tg sin ;
2

0; (1 cos );

0; ; 0;

(1 cos ) ctg sin ;

10; 1 cos ctg ;

M

M M

M M M M

M

M M

  (55)

(V,V)
1,1

(V,V) (V,V)
1,2 1,3

(V,V) (V,V) (V,V)
2,1 2,2 2,3

(V,V)
3,1 2

(V,V) (V,V) 2
3,2 3,3 2

cos (1 cos );

0 sin ;

0; 1 (1 cos ); 0;

1 1 (1 cos )ctg sin ;

0; cos ctg sin .

RM
P

M M
RM M M
p

M

RM M
p

 (56)

Матрицы частных производных (53) – (56) явным 
образом не зависят от функции А2 ([2], 1.6) или, что то же 
самое, от полётного времени между точками А и В ([2],  
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рис.1). Частные производные от угловой дальности пере-
лёта удовлетворят уравнениям

2

2
2

2
2 2

1 {2 1 tg tg
2 2

1 (1 cos ) }ctg ;

sin ctg ( ),

R R
R p a
R
p

R W
C

Q
r

Q
v

 (57)

причём в программной реализации можно использовать 
тождества

2

2

2
2

2 2

2 1 tg tg
2 2

1 costg tg ;
2 sin

11 (1 cos ) 1 cos tg sin ;

( 1) tg tg .
2

R R R
p a p

R
p

R
P

W

Обратные преобразования задаваемых вариаций   
(2)r  и (2)v  в точке B ([2], рис.1) достижения целевой по-

верхности к вариациям r и v в точке A производят-

ся с использованием уравнений ([2], 3.40). В рассматри-
ваемом примере, так же как и в случае любой неподвиж-
ной целевой поверхности, коэффициент Tk  равен нулю, 
и вариация времени (2)t  достижения целевой поверхно-
сти не зависит от соответствующих вариаций векторов 
положения (2)r  и скорости (2)v  КО, является величиной 
независимой и может устанавливаться в уравнении ([2], 
3.42) произвольной.

Заключение
Рассмотрены и доведены до практических вычис-

лительных правил решения прямой и обратной вариаци-
онных задач на кеплеровой дуге с участием вариаций по-
ложений и скоростей в двух её точках, одна их которых 
принадлежит подвижной целевой поверхности. Пред-
ставленный материал применим для непосредственного 
инженерного использования в процессе имитационного 
моделирования. Все соотношения в работе справедливы 
для произвольного вида кеплеровой дуги. Статья содер-
жит полный набор необходимых для решения вариаци-
онных задач на целевой поверхности соотношений и их 
доказательство.
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