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Аннотация. В статье рассмотрены вопросы анализа выполнимости условий наблюдаемости и иден-
тифицируемости моделей состояния нелинейных динамических систем с нестационарными параме-
трами. Представлены перспективные направления исследований, основанные на полученных резуль-

татах.

Annotation. In article questions of the analysis of feasibility of conditions of observability and identifiability 
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perspective directions of the researches based on received results are submitted.
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Практическое применение адаптивных алгорит-

мов нелинейной фильтрации [1] при решении задач па-

раметрической идентификации и оценивании состояний 

нелинейных динамических стохастических систем огра-

ничивается условиями принципиальной возможности ре-

шения подобных задач. К таким условиям следует отнести:

• наличие математической модели анализируе-

мой динамической системы;

• наличие и доступность необходимого объёма 

измерительных данных на интересующем временном 

отрезке;

• выполнение условий наблюдаемости и иденти-

фицируемости используемой математической модели по 

наблюдаемым параметрам.

Математические описания динамических объек-

тов при случайных воздействиях практически мало от-

личаются от соответствующего описания объектов в де-

терминированной постановке. Однако при этом подра-

зумеваются существенные отличия, заключающиеся в 

том, что как вектор состояния, так и вектор выходных пе-

ременных системы представляют собой случайные про-

цессы, порождаемые либо случайными возмущениями на 

входе объекта, либо случайными начальными условиями, 

либо помехами в результатах измерений.

Вопросы, затрагивающие формализованное опи-

сание реальных динамических систем и представление 

их в виде конечномерных моделей состояния, рассмотре-

ны в ранее опубликованной статье [2]. Там же обоснованы 

причины, приводящие к нестационарности параметров 

моделей состояния. В отношении принятой терминоло-

гии, как и ранее [1, 2], вводится различие между состояни-

ями и параметрами математических моделей, отождест-

вляемых с анализируемыми динамическими системами.

Под параметрами математической модели динами-

ческой системы понимаются независимые (свободные) 

компоненты вектора состояния na , т.е. те компоненты, 

для которых не заданы или отсутствуют формальные свя-

зи с другими компонентами вектора состояния.

Под параметрами состояния математической мо-

дели динамической системы, которые иногда называют 

координатами [4], понимаются зависимые компоненты 

вектора состояния * nx , т.е. те компоненты, для кото-

рых заданы формальные связи с теми или иными пара-

метрами и компонентами вектора состояния.

В качестве вектора состояния nx  рассматри-

вается расширенный вектор состояния * ,T
T

Tx x a , под 

которым понимается совокупность как зависимых, так и 

независимых компонент вектора состояний принятой ма-
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тематической модели реальной динамической системы.

Исходя из представленных пояснений, постанов-

ка задачи оценивания состояний и идентификации пара-

метров рассматривается в терминах задачи параметриче-

ской идентификации или идентификации в узком смыс-

ле [3], которая представляет собой возможность опреде-

ления параметров математической модели системы или 

процесса по результатам измерения определённых вы-

ходных величин в течение некоторого интервала време-

ни [4]. В этом смысле абстрактно-теоретическое рассмо-

трение понятия параметрической идентификации явля-

ется частным случаем наблюдаемости, под которой по-

нимается [4] возможность косвенного определения вели-

чин на основе измерения некоторых других величин и 

использования априорной информации.

Освещение вопросов исследования наблюдаемо-

сти и идентифицируемости достаточно широко пред-

ставлено в технической литературе [2, 4-10]. Однако не-

обходимо отметить, что исследование свойства иденти-

фицируемости нелинейных систем сводится либо к си-

стемам со стационарными параметрами, либо замене 

нестационарных параметров их кусочно-постоянными 

представлениями на временных отрезках. Последнее до-

пустимо лишь в случаях, когда параметры могут быть от-

несены к медленно меняющимся. В реальной практи-

ке такое допущение не всегда выполнимо, что особен-

но проявляется при возникновении нештатных режимов 

функционирования, либо возникновении аварийных си-

туаций. В связи с этим исследование наблюдаемости и 

идентифицируемости моделей состояния нелинейных 

динамических стохастических систем с нестационарны-

ми параметрами представляет актуальную задачу.

Математическое представление реальных систем 

в классе нелинейных нестационарных стохастических, 

как это было показано в статье [2], позволяет достигнуть 

адекватности модели реальной системы по наблюдае-

мым параметрам и обеспечить инвариантность матема-

тической модели к изменениям условий функциониро-

вания динамической системы. Для рассматриваемых ма-

тематических моделей полный вектор состояния содер-

жит, как это было отмечены выше, зависимые и незави-

симые компоненты, по этой причине в настоящей статье 

проведено изучение совместной наблюдаемости и иден-

тифицируемости нелинейных нестационарных моде-

лей состояния, заданных в виде системы стохастических 

дифференциальных уравнений в форме Ланжевена [4]

( ) ( ), ( ), ( )t t t t t tx f x g x ,  (1)

где ( )tx  - вектор состояния; f[], g[] – векторные функ-

ции; ( )t  - векторный формирующий шум; t – независи-

мая переменная времени.

Связь между параметрами и вектором состояния 

задаётся отношением

aa h x ,     (2)

где а – вектор параметров математической модели, для 

которых a x; ah  – матрица выбора, для которой ин-

декс а характеризует тот факт, что формирующий шум 

воздействует не на весь вектор состояния, а только на па-

раметры модели.

Дискретная форма представления модели состоя-

ния (1) имеет вид

( ) ( / 1) ( 1) ( / 1) ( 1)k k k k k k kx F x G w , (3)

где F(), G() – переходные матрицы состояний и возму-

щений соответственно, для которых согласно (2) можно 

записать

( / 1)( / 1) Tk kk k aFG h .  (4)

Уравнения наблюдения выходных параметров мо-

гут быть заданы в виде линейной модели, практическая 

реализуемость которой обеспечивается при включении 

нелинейных моделей измерения в вектор состояния ана-

лизируемой динамической системы

( ) ( ) ( ) ( )k k k ky h x ,   (5)

где y() – вектор измерений; h() – матрица наблюдений; 

( ) – векторная случайная помеха в измерениях.

Рассматриваемая нестационарность параметров 

модели состояния (3) предъявляет дополнительное тре-

бование, смысл которого сводится к необходимости вы-

полнения условия совместной наблюдаемости и иденти-

фицируемости на каждый момент поступления резуль-

татов измерений. Это требование обусловлено тем, что 

априорно неизвестны частотные свойства параметров 

модели состояния, поэтому не обеспечиваются возмож-

ности обоснованного выбора временных интервалов 

статистического оценивания состояний и идентифика-

ции параметров модели, а также кусочно-постоянного 

представления параметров на временных отрезках.

Совместная наблюдаемость и идентифицируе-

мость рассматриваются относительно вектора параме-

тров ограниченной размерности, а именно относитель-

но тех параметров, которые используются в качестве не-

зависимых переменных. В отношении остальных компо-

нент вектора состояния (координат) следует отметить, что 

они являются функционально зависимыми и их опреде-

ление не вызывает затруднений в случаях, когда удаётся 

найти оценки независимых параметров модели состояния 

(параметров системы). В дальнейшем предполагается, что 

анализ нелинейных динамических систем осуществляет-

ся с использованием конечномерных моделей состояния 

с нестационарными параметрами и предполагает приме-
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нение адаптивных алгоритмов нелинейной фильтрации, 

возможная реализация которых рассмотрена в работе [1]. 

Для таких алгоритмов является характерным наличие двух 

операций обращения матриц при следующих операциях:

• определении матричного коэффициента усиле-

ния нелинейного фильтра

1

( ) ( / 1) ( )

( ) ( / 1) ( ) ( )

T

T

k k k k

k k k k k
x x

x

V h

h V h V , (6)
где VX() – ковариационная матрица погрешностей апри-

орной оценки вектора состояния; h() – матрица наблю-

дений; V()– ковариационная матрица погрешностей 

измерений;

• определении апостериорной оценки ковариа-

ционной матрицы действующих возмущений в уравне-

ниях состояния
1

,

( 1) ( )( / 1) ( ) ( / 1)

( / 1) ( ) ( )

T

T

T

T

k kk k k k k

k k k k
wV G h h G

G h (7)

где Vw() – ковариационная матрица действующих воз-

мущений в уравнениях состояния; G() – переходная ма-

трица возмущений; ( ) – медленно меняющаяся марков-

ская составляющая, характеризующая погрешности фор-

мализации используемой математической модели дина-

мической системы.

В первом случае наличие диагонально определён-

ной матрицы V() позволяет рассматривать её в качестве 

регуляризирующего члена [12]. Однако для соблюдения 

условия диагональной определённости этой матрицы 

необходимо выполнить условия линейного представле-

ния моделей наблюдения, что является достижимым при 

переходе к линейным моделям наблюдения, т.е. соответ-

ствующему формализованному описанию нелинейных 

моделей наблюдения в терминах моделей состояния на-

блюдаемых динамических систем.

Здесь могут возникнуть возражения относитель-

но того, что значения диагональных элементов матри-

цы V() могут быть существенно (на несколько поряд-

ков) меньше абсолютных значений элементов матрицы  

( ) ( / 1) ( )Tk k k kxVh h , что не позволит снять пробле-

му плохой обусловленности результирующей суммы ма-

триц в (6) даже с учётом рассматриваемой естественной 

регуляризации. Однако в задачах оценивания состояний 

и параметрической идентификации вопросы обращения 

плохо обусловленных матриц не являются самоцелью, но 

выступают в качестве факторов, влияющих как на качество 

получаемых оценок, так и принципиальную возможность 

получения интересующих оценок. Поэтому существен-

ное превышение абсолютных значений элементов кова-

риационной матрицы погрешностей оценок в сравнении 

со значениями диагональных элементов ковариационной 

матрицы случайных погрешностей в измерениях является 

свидетельством неудачно спланированного эксперимента 

и требует пересмотра в первую очередь используемых ма-

тематических моделей, принятия следующих мер:

• уменьшения размерности вектора параметров моде-

ли состояния;

• привлечения дополнительных измерительных дан-

ных;

• использования доступной априорной информации, 

что имеет целью повышение качества получаемых оценок 

(и уменьшение, в том числе абсолютных значений элемен-

тов ковариационной матрицы погрешностей оценок).

В общем случае связь измеряемых параметров и 

параметров состояния системы с учётом (3) и (5) опреде-

ляется уравнением
( ) ( )

( / 1) ( 1) ( / 1) ( 1) .
k k
k k k k k k

y h
F x G w  (8)

Равенство не будет нарушено, если его записать 

в виде

( ) ( ) ( / 1)

( 1) ( ) ( / 1) ( 1)
( ) ( / 1) ( 1),

T

T

k k k k

k k k k k
k k k k

a a

a a

y h F I h h

x h F h h x
h G w .  (9)

Далее, принимая во внимание, что

 ( / 1) ( / 1) Tk k k k aG F h , 

равенство (9) можно записать следующим образом:

( ) ( ) ( ) ( / 1)
( 1)

( ) ( / 1) ( 1)
( ) ( / 1) ( 1)
( ) ( / 1) ( 1)
( ) ( / 1) ( 1),

T

k k k k k
k

k k k k
k k k k
k k k k
k k k k

a a

a

y y h F
I h h x
h G h x
h G w
h G a
h G w  (10)

где ( 1) ( 1).k kaa h x  

Выражение (10) в свою очередь можно привести 

к виду

( ) ( ) ( / 1) ( 1),k k k k ky h G x   (11)

где      ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1).

k k k
k ka

ax w
h x w

Разрешение равенства (11) относительно вектора   

приводит к следующему соотношению:

1

( 1)

( / 1) ( ) ( ) ( / 1) ( )T T

k

k k k k k k k

x

G h h G y . (12)
Анализ полученного выражения (12) позволяет 

сформулировать условие совместной наблюдаемости и 

идентифицируемости нелинейных нестационарных ди-

намических стохастических систем. Это условие сводит-

ся к анализу существования обратной матрицы.
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1
( / 1) ( ) ( ) ( / 1)T Tk k k k k kG h h G .   (13)

Для проверки выполнения условия (13) достаточ-

но установить, что

( / 1) ( ) ( ) ( / 1) 0T Tdet k k k k k kG h h G .

Выполнение полученного условия свидетельству-

ет как об однозначной взаимной различимости влияния 

вектора ( 1)kx  на наблюдаемые параметры (так назы-

ваемой функции влияния [11]), так и самом факте нали-

чия такого влияния. Причём условие взаимной различи-

мости функций влияния связано с отсутствием в матрице 

( / 1) ( ) ( ) ( / 1)T Tk k k k k kG h h G  нулевых или 

линейно зависимых строк или столбцов. Таким образом, 

динамическая нестационарная стохастическая система 

является совместно наблюдаемой и идентифицируемой 

в том случае, когда выполняется условие

( / 1) ( ) ( ) ( / 1) 0T Tdet k k k k k kG h h G .(14)

Особо стоит отметить тот факт, что правило (14) 

определено для произвольной пары подряд идущих вре-

менных отсчётов с номерами (k–1), k. Поэтому получен-

ные условия наблюдаемости и идентифицируемости рас-

сматриваются в качестве локальных, выполнение которых 

на всём временном отрезке анализа динамической систе-

мы позволяет получить условия её глобальной наблюдае-

мости и идентифицируемости. Другим важным моментом 

является вычислительная простота полученных правил.

В качестве иллюстрации полученных выводов 

можно рассмотреть следующий пример.

Пусть для некоторой динамической системы заданы:

• переходная матрица состояний

15 16

25 26

35

46

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)
( 1)

( 1)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0 0

/ 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

k k
k k
k

k

f f
f f
f

k k
f

F ;

• матрица наблюдений
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

kh ;

• матрица выбора независимых компонент векто-

ра состояния
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1ah .

Для заданных условий следует, что

15 25 35

16 26 46

( 1) ( 1) ( 1) 0 1 0
( 1) ( 1) 0 ( 1) 0 1

/ 1 / 1 T

Tf k f k f k
f k f k f k

k k k k aG F h

и

2
15 15 16

2
16 15 16
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16( 1).
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При 
2

16( 1) 0f k , 1, 1k N  условия со-

вместной наблюдаемости и идентифицируемости ди-

намической системы выполнены локально на времен-

ном отрезке 1,k kt t , а при 2
16( 1) 0f k , 1, 1k N  

условия совместной наблюдаемости и идентифицируе-

мости динамической системы выполнены на всём вре-

менном интервале анализа динамической системы.

Дальнейшие исследования, основанные на полу-

ченных результатах, могут затрагивать вопросы:

• обоснования состава измеряемых параметров и 

формирования программ измерений;

• анализа информационной значимости измеря-

емых параметров в задачах параметрической идентифи-

кации динамических систем.
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