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Аннотация. Для решения терминальной задачи вывода динамического объекта в заданную область в 
условиях стохастической модели движения предлагается использовать алгоритм оптимизации значе-
ний случайных параметров стохастических систем управления на основе использования статисти-
ческого осреднения градиента функционала качества, в состав целевой функции которого включена 
вероятность выполнения задачи. Применение такого подхода сэкономит машинное время вычислите-
ля при решении задачи оптимального управления объектом на этапе вывода его в заданную область 
терминальной точки на поверхности Земли, так как статистическое определение градиента позво-
лит параллельно с моделированием движения системы вычислять и значение градиента.

Annotation. For the decision terminal problem by conclusion of dynamic object in the set area, in the conditions 
of stochastic model, it is offered to use algorithm of optimization of values casual parameters of stochastic control 
systems on the basis of use the statistical averaging of a gradient functional qualities, which includes the probability 
of performance problem. Application of such approach will save machine time of the calculator at the decision 
problem of optimum controlling object at a stage of its conclusion in the set area of a terminal point on a surface 
of the Earth as statistical definition of a gradient will allow to calculate the value of a gradient in parallel with 
modeling of movement.
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При решении терминальных задач оптимального 
управления стохастическими системами традиционно 
используют прогнозирующую модель для расчета воз-
можных отклонений в терминальный момент времени 
и выработки необходимых коррекций для их  компен-
сации. При этом считается, что модель движения объ-
екта управления известна с точностью до вектора неиз-
вестных коэффициентов, характеризующего неопреде-
ленность относительно параметров среды движения, 
реальных значений параметров конкретного образца 
объекта, внешних возмущений и т.д. Один из общепри-
нятых подходов при поиске оптимальных управлений  
предполагает использование итерационных процедур 
нахождения экстремума функционала качества, основан-

ных на конечно-разностной аппроксимации градиента. 
Это обусловлено сложностью, а подчас и невозможно-
стью установления аналитической зависимости между 
оптимизируемыми параметрами и функционалом каче-
ства. Вместе с тем использование точного значения гра-
диента функционала позволит улучшить характеристики 
работы системы управления. Кроме того, использование 
традиционных целевых функций, например, квадратиче-
ских форм по управлению, не всегда оправдано с точки 
зрения конечного смысла оптимизации. Например, при 
решении терминальной задачи гарантированного выво-
да летательного аппарата в заданную область логичным 
представляется использование в качестве целевой функ-
ции вероятность попадания объекта управления в нее. 
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Поэтому разработка алгоритмов, свободных от недостат-
ков конечно-разностных схем и использование вероят-
ностных целевых функций представляется актуальной.

Постановка задачи. Пусть задана стохастическая 
система управления,  уравнение движения которой имеет 
следующий вид:

,      (1)
где X =  – вектор фазовых координат си-
стемы состояния;

 – начальные условия; (2)
U=  – вектор управления;

 – вектор независимых случай-
ных величин, характеризующий случайные начальные 
условия и внешние возмущения, распределение которого 
положим  нормальным с известными характеристиками 

,
здесь  – матрица дисперсий; 

 – дельта-функция;
 – вектор случайных коэффици-

ентов, характеризующий априорную неопределенность 
относительно реальных параметров системы управления 

. (3) 
В силу случайного характера вектора  реальное 

движение системы может отличаться от программного, 
обусловленного вырабатываемым управлением. Поэтому  
для анализа качества работы системы управления выбе-
рем целевую функцию 

0
, характеризующую вероятность 

попадания вектора  фазовых координат системы в задан-
ную окрестность терминальной точки при конкретном 
значении вектора 

, (4)

где Y(x) – характеристическая функция; 
P() – плотность вероятности распределения векто-

ра .
Задачу оптимизации сформулируем следующим 

образом: для объекта (1),(2) требуется определить опти-
мальное значение вектора * случайных коэффициен-
тов, доставляющее экстремум функционалу (4). 

.  (5)

Решение задачи. Для решения задачи оптимиза-
ции используем алгоритм параметрического синтеза 
стохастической системы управления [3], состоящий из 
статистического метода определения градиента крите-
рия оптимальности (4)  и интерполяционного метода 
определения вероятностных характеристик вектора .

Выражение для градиента функционала (4) по 
вектору  неизвестных параметров примет вид

(6)

Пусть закон совместного распределения вектора 
состояния и случайного вектора  можно полагать нор-
мальным [7]

,     (7)

тогда

;

.     (8)

Подставив (8) в (6), получим

   (9)

Из анализа (9) видно, что градиент функции Q 

можно находить, вычисляя корреляцию характеристиче-
ской функции Y(x) и (–m) при моделировании движе-
ния системы при различных наборах вектора . 

Далее полученное значение градиента функцио-
нала Q используется для второй части алгоритма опти-
мизации – интерполяционного метода определения ве-
роятностных характеристик вектора .

,   (10)

где n- значение вектора случайных коэффициентов на 
предыдущем шаге алгоритма. В начале работы алгоритма 
это значение выбирается исходя из (3).

В то же время на значения случайного вектора 
могут быть наложены ограничения, обусловленные, на-
пример, физической реализуемостью или вызванные 
иными причинами. При этом значения не могут выхо-
дить за пределы некоторого диапазона :

В этом случае представление вектора  с помо-
щью нормального закона некорректно. Используем для 
этого ограниченный нормальный закон [6] (рис.1):

;

.

   (11)
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Причем по смыслу задачи
; .  (12)

Подставив (12) в (11), получим

;

.

 (13)

Определим градиент (9) для ограниченного нор-
мального закона (13) при P()>0

; (14)

.    (15)

Воспользуемся известным интегралом вероятно-
сти 

.

Производная от него по сложному аргументу име-
ет вид

. (16)

Сведем все в одну формулу

, (17)

тогда градиент функционала (3) примет вид

(18)
Во второй части алгоритма оптимизации полу-

ченное значение градиента функции Q используется  для 
определения вероятностных характеристик вектора  на 
основе выражения (10).

Эта итерационная процедура продолжается до тех 
пор, пока будет выполняться условие 

,    (19)
где  наперед заданное число, характеризующее требо-
вания по точности. 

В противном случае получается искомая оценка 
вектора случайных параметров  

.  (20)
Данная оценка является решением поставленной 

задачи, доставляя максимум критерию качества (5). 
Такой подход исключает недостатки конечно-

разностных схем аппроксимации градиента функциона-
ла, так как позволяет получить точное значение градиен-
та критерия качества в некоторой области фазового про-
странства системы. Кроме того, статистическое опреде-
ление градиента (9) позволит параллельно с моделирова-
нием движения системы вычислять и значение градиента 
как математическое ожидание функции Y(x)  (–m), что 
позволит сэкономить машинное время вычислителя.

Пример. В качестве примера рассматривался син-
тез терминального управления головной частью (ГЧ) на 
этапе её вывода в заданную область терминальной точки 
на поверхности Земли. В работе [5] приводится модель 
движения корабля (21)

 (21)

где  – угол наклона вектора скорости к местному гори-
зонту;

 – угловая дальность, отсчитываемая от начального 
положения радиуса-вектора;

 – угол тангажа относительно начального горизонта.
Здесь составляющая K=  полагается стохасти-

ческой в силу случайного изменения коэффициента С
х
. 

Алгоритм управления ГЧ формируется по прин-
ципу максимально гарантированного результата – ре-
шение задачи попадания аппарата в заданную терми-
нальную область. При этом характер траектории на 
атмосферном участке полета в значительной степени 
определяется случайными изменениями коэффициента 
К. Однако, основной интерес заключается в возможно-

)(

m0
Рис. 1. Ограниченный нормальный закон распределения 

случайной величины
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сти повышения показателей качества работы штатной 
системы управления на основе использования алгорит-
ма (18)-(20). С этой целью моделировалось движение ГЧ 
на участке спуска с высоты 15 км на основе приведен-
ной модели [5], в которой коэффициент К представлял-

ся случайным параметром с математическим ожидани-
ем 1,2 и дисперсией 0,10,3. На основе предлагаемого  
алгоритма (18)-(20) определялось оптимальное значе-
ние К*, которое будет в дальнейшем учитываться при 
расчете терминального управления обеспечивающего 
оптимальное значение угла , при котором вероятность 
попадания ГЧ в заданную область поверхности Земли 
будет максимальной. При этом терминальное управле-
ние полагалось известным.

Результаты численного моделирования приведе-
ны на рис. 2, отображающих зависимость вероятности 
попадания P в заданную область от вариации размера 
области допустимых значений А при различных средне-
квадратических отклонениях  случайной величины К. 

Вариация =0,30,8,  шаг дискретизации = 0,05; коли-
чество траекторий М=50000, количество итерационных 
вычислений N=14.

Таким образом, численное моделирование под-
твердило работоспособность предлагаемого способа и 
возможность использования данного подхода при ре-
шении задачи оптимального управления терминальным 
объектом на этапе вывода его в заданную область терми-
нальной точки на поверхности Земли.
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Рис. 2. Результаты численного моделирования 

0.4 0.6 0.8
0.4

0.6

0.8

1

P

A

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P

A
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

P

A

=0,1 =0,3 =0,6



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


