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Аннотация. Предложен метод оценки вероятности ошибки на бит в каналах связи с группированием 
ошибок. Продемонстрированы его возможности на примере  «когерентных» и «некогерентных» каналов 
связи с двоичными кодами  для случая приема с «мягкими» решениями и наличия информации о состоя-
нии канала.

Annotation. The method of an estimation of probability of an error on bit in communication channels with 
grouping of errors is offered. Its possibilities on an example of "coherent" and "noncoherent" communication 
channels with binary codes for a case of reception with "soft" decisions and presence of the information on a 
channel state  are shown.
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Группирование ошибок в пакеты характерно для 
каналов связи с кодированием, функционирующих в 
условиях «медленных» замираний  [1], либо  воздействия 
«случайной» импульсной помехи [2].

Получить точные аналитические оценки вероят-
ности ошибки на бит P

b
 для таких каналов достаточно 

затруднительно. Известны оценки  вероятности ошибки 
на бит, основанные на использования  асимптотически 
точных верхних  аддитивных   границ [2], либо улучшен-
ных верхних границ, построенных с использованием ме-
тодик Галлагера. Анализ показывает, что для построения 
таких границ необходимо знание вероятностного   рас-
пределения длин пакетов ошибок. 

В работе [1] предложено такое   распределение 
для каналов с медленными замираниями, построенное на 
основе комбинаторного анализа. Однако нахождение рас-
пределения  вероятности  появления различных комбина-
ций длин пакетов ошибок  основано на  последовательном 
переборе и требует значительных вычислительных затрат.

В данной статье предложен более простой метод 
вычисления верхних границ вероятности ошибки на бит, 

основанный на использовании однородных полиномов 
Белла.

Рассмотрим канал связи, в котором   для передачи 
информации используется двоичный блочный (n,k ) код 
со скоростью r = k/ n  и минимальным расстоянием dmin. 

Для сверточных кодов аналогом длины кода мо-
жет рассматриваться глубина декодирования как произ-
водная от длины кодового ограничения [2]. 

Дистанционные свойства кода охарактеризуем 
коэффициентами Aw, d 

, которые представляют собой ко-
личество кодовых комбинаций весом d, порожденных 
входными информационными последовательностями 
весом w.

Будем считать, что при «когерентном» приеме 
символы кода передаются противоположными сигнала-
ми, при «некогерентном» – ортогональными. 

Введем понятие «пакет ошибок», под которым бу-
дет понимать совокупность символов одной кодовой 
комбинации, которые могут быть подвержены замирани-
ем примерно одного уровня либо воздействию отдельно-
го импульса помехи. 
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На интервале передачи одной кодовой комбина-
ции возможно разместить /L n b  пакетов длиной b.  

Кроме L пакетов длиной b необходимо также рассматри-
вать пакет длиной b, дополняющий эти пакеты до вели-
чины n, так что

n b bL .    (1)
Очевидно, что i-й символ кодовой комбинации  

принадлежит пакету с номером j i b .   (2)
Количество символов , которыми в пакете пе-

реданная последовательность отличается от ошибочно 
принятой, определяет его вес.

Пакеты, в которых нет «отличающихся» символов, 
назовем «нулевыми», остальные – «ненулевыми». 

Обозначим число пакетов с весом  через f, чис-
ло «ненулевых» пакетов – через l.

Ограничим максимальное число «ненулевых» па-
кетов величиной 

min ,F d L ,     (3)

минимальное – величиной d b .
Максимальный вес пакета m определим следую-

щим образом:
, ;

1, .
b b d

m
d l b d

   (4)

С учетом соотношений (3) и (4) распределение 
числа пакетов различного веса 0 1 m, ,....,f f f f  должно 
удовлетворять следующим условиям:

0
0

m

F f f l ,    (5)

1

m

d f .    (6)

Пусть распределение d «отличающихся» символов 
кода по l «ненулевым» пакетам соответствует конкретно-
му образцу f. Вероятность возникновения этого распре-
деления обозначим через p(f, l), его вес – следующим об-
разом:

1
, ,

m
fD d l f D .   (7)

Вычисление вероятности ошибки на бит, как пра-
вило, предполагает оценку общего веса B(d) всех возмож-
ных комбинаций распределения d «отличающихся» сим-
волов по «ненулевым» пакетам различного количества. 

По определению 
1 ,

F
l
Fd

l d bFb

B d C B d l
C

,   (8)

где
, , , ,

f
B d l p f l D d l f .  (9)

В выражении (9) учитывается, что количество 

комбинаций l «ненулевых» пакетов соответствует вели-
чине C

F
l, а  количество возможных комбинаций распре-

деления «ненулевых» пакетов различного веса – C
bF

l.
Перечисление в выражении (9) ведется по всем та-

ким наборам f неотрицательных чисел, что удовлетворя-
ют условиям (5) и (6).

С учетом соотношения (7) 

1
, ,

m
f

f
B d l p f l D .  (10)

Вес B(d, l) найдем методом производящих функ-
ций. В разложении такой функции по степеням фиктив-
ного параметра t величину веса B(d, l) определяет множи-
тель при параметре t с  показателем степени, равным d.

При наличии ограничения (6) и учете того, что ве-
роятность появления пакета с весом  пропорциональ-
на величине C

b
, производящая функция примет следую-

щий вид:

1

1
lm

i
l bd

Fb

f t C D t
C

.   (11)

Для разложения функции f
l
(t) воспользуемся сле-

дующим соотношением [3]:

1 1

1 , ;
! ! !

li j

i
i j

t tg A j l g
l i j

,  (12)

где 1 2 1, ,..., d lg g g g  – формальные переменные; 

, ;A j l g  – однородный полином Белла.
Полагая 

!! , ;
!

0, ,

v
b

bD C D b
bg

b
 (13)

из сопоставления соотношений (11) и (12) получим
!, , ;
! d

Fb

lB d l A d l g
d C

.    (14)

Полиномы , ;A j l g  с учетом того, что A(1,1; g)= g
1
,  

удовлетворяют следующему рекуррентному соотноше-
нию [4]:

1
1
1

1

, 1;
, ;

, 1; , 1.

d
d l

i
d i

i

g l
A d l g

C g s A d i l g l
 (15)

Выражение (8) после постановки в него выраже-
ния (14) и выполнения некоторых математических пре-
образований примет следующий вид:

! ! , ;
! !

F

l d b

bF d F A d l g
B d

bF F l
.  (16)

Продемонстрируем полученные результаты на 
примере некоторых типов каналов связи.

При  «когерентном» приеме улучшенная верхняя 
граница вероятности ошибки на бит в канале со случай-



70

Д В О Й Н Ы Е  Т Е Х Н О Л О Г И И   №3 (52)  2010

ной импульсной помехой имеет следующий вид [5]:

min

22
min 1

nn nl
b d

d d
P M A

exp
(1 )

b

J

Edn r
n d N

,  (17)

где E
b
 – энергия, приходящаяся на бит информации;

N
j
 – спектральная плотность помехи;

 – вероятность появления отдельного импульса  по-
мехи;

 - параметр, подлежащий оптимизации численными 
методами;

,
1

k

d w d
w

wA A
k

.

M(l ) – вероятность поражения помехой d «отличаю-
щихся» символов кода, усредненная по возможному чис-
лу «ненулевых» пакетов l.

Для канала с «некогерентным» приемом улучшен-
ная верхняя граница определяется следующим образом [6]:

min min

21 2
2

,

1
min 1

nnd
d n

b l
d d d d d

P
A M

exp
1 (1 )

b

J

En r
N

,  (18)

где ,  – параметры, подлежащие оптимизации числен-
ными методами;

1d n .

Для случая, когда b d величина M( l ) может быть 
определена с использованием следующего соотношения [5]:

1
F

F il i i
F

i d b
M C

1

d

j

ib d j
Fb d j

.   (19)

Покажем, что предложенный метод позволяет 
оценить M(l ) для любых соотношений величин b и d.

На основании равенства (5)

1

m
fl .    (20)

Сопоставив выражения (20) и (7), увидим, что 
D v .     (21)

Тогда
lM B d

при условии, что переменные g определяются выражени-
ем (13) с учетом соотношения (21).

Для каналов связи с кодированием в условиях мед-
ленных замираний также характерно появление ошибок, 

группирующихся в пакеты, в пределах которых уровень 
ослабления и начальная фаза сигнала остаются пример-
но неизменными [1].

Величину ослабления сигнала в пределах переда-
чи j-го пакета определим неотрицательным коэффици-
ентом a

j 
, который является случайной величиной и под-

чиняется распределению Райса
22 1 exp 1j j jf a a K K a K

0 2 (1 )jI a K K ,  (22)

где К – отношение регулярной составляющей сигнала к 
диффузионной;

0 0

1 exp cosI x x d  – модифицированная 

функция Бесселя нулевого порядка.

В пределах передачи кодовой комбинации уро-
вень замираний можно отразить в виде последовательно-
сти 1 2 1, ,..., La a a a .

Для оценки вероятности ошибки на бит может 
быть применена  известная верхняя аддитивная граница

min

ˆ
n

b d d
d d

P A P x x ,   (23)

где ˆdP x x  – вероятность трансформации передан-
ной кодовой последовательности в последовательность 

1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, ,..., nx x x x , отличающуюся от переданной d симво-
лами кода.

При «когерентном приеме» и наличии информа-
ции о состоянии канала вероятность ошибочного при-
ема кодовой комбинации определяется следующим вы-
ражением [1]:

2

1 1

ˆ , ,
vfm

d s j
v j

P x x a f l Q v a , (24)

где 
21 exp 2

2 x

Q x t dt ;

0

2 b
s

E r
N

, N
0
 - спектральная плотность шума.

Применяя форму Крэйга для Q-функции
22

20

1 exp
2sin
xQ x d   (25)

и усредняя правую часть по величинам a
j 
, распределение 

которых определяется выражением (2), получаем
2 2

0
1 1

1ˆ , exp
vfw

d s i
v i

p x x f l M v a d . (26)

Введем обозначения 
2, sinsv    (27)
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и 
2

0

, exp , j j jD a p a da . (28)

Подставив выражение (22) в выражение (28), 
представим последнее в следующем виде:

, 2 1 expD K K
2

00
exp 1 , 2 (1 )x x K m I x K K dx .(29)

Перейдя в выражении (29) к новым переменным 
1 ,e K , 2 (1 )b K K  и воспользовавшись 

табличным интегралом 
2

2
0

0

1exp( ) ( ) exp
2 4

bx ex I bx dx
e e

,

получим с учетом обозначения (27)

2
1,

1 sins

KD
K v

2

2
sinexp

1 sin
s

s

Kv
K v

.   (30)

Тогда выражение (26) можно представить в следу-
ющем виде:

2

0
1

1ˆ , , v
w

f
d

v
p x x f l D d . (31)

Усредняя правую часть выражения (31) по воз-
можным наборам f, отвечающим  соотношениям (5) и 

(6), получаем 
2

0

1ˆ ,dP x x B d d ,  (32)

где ,B d  – определяется выражением (16) с учетом 
того, что для расчета переменных g используется  соот-
ношение (29).

С учетом выражений (32) и (16)  верхняя адди-
тивная граница вероятности ошибки на бит  (17) примет 
следующий вид: 

min

! !
!

n

b d
d d

bF d F
P A

bF

2

0

, ;1
!

F

l d b

A d l g
d

F l
,    (33)

где , ;A d l g  – определяется из рекуррентной формулы 
(15), а переменные g – из соотношения (13) с учетом 
того, что переменная ,D , как отмечалось выше,  
определяется из соотношения (29).

Таким образом, предложен метод оценки вероят-
ности ошибки на бит в каналах связи с группировани-
ем ошибок, основанный на использовании однородных 
полиномов Белла. Продемонстрированы его возможно-
сти на примере  «когерентных» и «некогерентных» кана-
лов связи с двоичными кодами  для случая приема с «мяг-
кими» решениями как в условиях воздействия случайной 
импульсной помехи, так и медленных замираний.
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