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Аннотация. В работе получен специальный вид динамических уравнений (Эйлера), удобных для решения 
обратной задачи баллистического проектирования в части определения управляющих воздействий ор-
ганов управления ракеты. Результаты работы используются в процессе имитационного моделирования 
движения ракет на активном участке траектории во вращающейся вместе с Землёй атмосфере.

Annotation. The special kind of the dynamic equations (Euler) convenient for the solution of an inverse problem 
of ballistic projection regarding definition of control actions of operating controls of a missile is in-process received. 
Outcomes of activity are used in the course of simulation modelling of driving of missiles on the path active leg in an 

aerosphere gyrating together with the Earth.
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1. Основные уравнения вращательного 
движения ракеты

Общая постановка задачи дана в работе [1]. Там 

же приведен список обозначений и сокращений, форма-

лизованы основные понятия, конкретизирован и форма-

лизован набор учитываемых сил в процессе имитацион-

ного моделирования. 

В излагаемой методике моделирования предпола-

гается, что в каждый момент времени ось симметрии ра-

кеты расположена в плоскости, образованной направле-

нием начального азимута первого завала ракеты и теку-

щим вектором скорости БР в земной системе координат. 

Движение ракеты формируется посредством задания за-

кона изменения пространственного угла атаки как функ-

ции числа Маха, исчисляемого в этой же плоскости. 

Другими словами, на каждом шаге интегрирова-

ния решаются две задача. Первая из них – прямая дина-

мическая задача позволяет определить местоположение 

центра масс ракеты по известной результирующей силе. 

Вторая – это обратная задача динамики управляемых си-

стем, позволяющая по задаваемому закону изменения на-

правления оси симметрии БР определить соответству-

ющие реакции органов управления. Решение обратной 

задачи позволяет найти неизвестные результирующие 

силы, действующие на центр масс ракеты, используемые 

на следующем шаге интегрирования для определения ме-

стоположения и скорости центра масс ракеты. Поведе-

ние алгоритма имитационного моделирования оказыва-

ется понимаемым и устойчивым. 

В статье производится формализация уравнений 

вращательного движения ракеты, конкретизируется и фор-

мализуется набор учитываемых моментов сил в процессе 

имитационного моделирования, выписывается специаль-

ный вид уравнений Эйлера, учитывающий неинерциаль-

ность геоцентрической земной системы координат (СК).

В процессе вывода уравнений вращательного дви-

жения определяются производные от вектора ускорения, 
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доставляемого центру масс ракеты. Указанные произво-

дные не определяются однозначно и известны лишь при-

ближённо. При этом производные аэродинамических и 

управляющих сил, а также силы разгонной тяги носят 

формальный характер и не претендуют на точное мате-

матическое определение. Вместе с тем искомые произ-

водные от составляющих ускорения всегда можно уточ-

нить как в процессе численного интегрирования, так и 

посредством сравнения с эталонными траекториями. 

1.1. Производные от активных сил

Производные от ускорений активных сил могут 

быть записаны в виде

x,акт x,акт y,акт y,акт(dv) (dv)
акт акт

z,акт z,акт(dv)
акт

; ;

,

F F F F
m m m m

F F
m m

где коэффициент 
(dv)
акт  определяет влияние скорости из-

менения атмосферного давления при подъёме ракеты, а 

также влияние изменения массы БР
(1)

вр сопел вр(dv) атм
акт

1

sin
,

P
V S θp m

H m
  (1.1)

где p
атм

 – атмосферное давление на высоте H полёта раке-

ты. При этом управления σ  и  в процессе дифференци-

рования не участвуют.

Производные от ускорений F
1,атм

 и F
2,атм

 могут быть 

представлены уравнениями
( )

1,атм п,x(1) (1)
атм атм

вр вр

( )
2,атм п,x(2) (2)

атм атм
вр вр

1 ;

1 .

a

a

F g
V m V

F g
V m V

  (1.2)

Функции (1)
атм

(2)
атм

(1)
атм

(2)
атм  в выписанных 

уравнениях характеризуются скоростями изменения ко-

эффициентов С
у
 и С

у
а, зависящих от скорости набегаю-

щего потока, плотности и давления атмосферы. Прибли-

жённо указанные функции удовлетворяют уравнениям

x вр вр(1) x
атм

вр x вр

y вр вр y(2)
атм

вр y вр

x вр(1) (0)x
атм вр атм

x вр

y вр y(2)
атм

y

1 2 ;

1 2 ;

1 1sin ;

1

α α

α

α α

α

C Sq V C
V m C V

C Sq V C
V m C V

C Sq C ρ mθ
m C H ρ H V m

C Sq C ρ
m C H ρ H

(0)
вр атм

вр

1sin ,mθ
V m

(1.3)

где  – плотность атмосферы на высоте H полёта ракеты, 

а коэффициент (0)
атм зависит от определения величины 

P
0
 [1] и задаётся равенством

(0)
сопел вр0 атм

(0)
атм вр

0

sinP1

0, P 0.

S θpm
m V m H m

. (1.4)

Использовав выписанные уравнения, а также при-

нимая во внимание запись силы атмF  , получим скорость 

изменения совокупного ускорения атм mF  от силы   P
0 
[1] 

и сил атмосферного воздействия

( )
п,x(2) (2) ( )атм

атм атм вр вр
вр вр

( ) ( )
п,x(1) (1) ( ) ( )атм атм

атм атм вр вр вр вр
вр вр вр

1 sin

1 1cos .

a
a

a α
a a

g
α

V m V

g
α α

V V m V m

F y

F Fx Ω

(1.5)

В выписанном уравнении через ( )
атм
αF  обозначено 

выражение

( )
1,атм 2,атм( ) ( )атм атм

вр вр вр вр
вр

sin cos .
α

a aF F
α α

m m α m m
F F x y (1.6)

Дополнительно, принимая во внимание запись 

(I,2.17) для зависящих от управлений σ  и  активных сил, 

получим скорость изменения ускорения акт mF

(dv)акт акт акт
акт вр .

m m m
F F FΩ

  (1.7)

1.2. Производные от кориолисова ускорения, 
порождаемого вращением Земли

Кориолисово ускорение 
( )ωg  (I,1.17) удовлетворя-

ет уравнению
( ) ( ) (0) 2 (0) (0)

вр вр 3 3 32 [ ] [ ( , )]ω a
з зV Rg x j γ j j γ . (1.8)

Непосредственное дифференцирование выписан-

ного равенства позволяет получить
( ) (0) 2 ( ) (0) ( ) (0)

п 3 вр вр 3 вр 32 [ ] [ ( , )].ω a a
з з Vg g j x j x j    (1.9)

Производная 
( )ωg  от кориолисова ускорения за-

висит как от выбранной модели Земли, так и от управля-

ющих усилий БР. Проекции скорости изменения 
( )ωg  

кориолисова ускорения на оси скоростной системы ко-

ординат запишутся в виде уравнений

( ) ( ) вр ( ) ,вр
вр 3,z п,y 3,y п,z

2 ,вр 2
вр 3,x

( ) ( ) ,вр вр ( )
вр 3,x п,z 3,z п,x

2 ,вр ,вр
вр 3,x 3,y

( ) ,вр ( ) ,
вр 3,y п,x 3,x

( , ) 2 ( )

(1 );

( , ) 2 ( )

;

( , ) 2 (

ω a ( ) a (a )
з

(a )
з

ω a (a ) ( ) a
з

(a ) (a )
з

ω (a ) a (a
з

j g j g

V j

j g j g

V j j

j g j

g x

g y

g z вр ( )
п,y

2 ,вр вр
вр 3,x 3,z

)

.

) a

(a ) ( )
з

g

V j j

 
  (1.10)
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Введём обозначения для координат:

• скорости изменения 
( )
вр
ω (a)g  кориолисова ускоре-

ния 
( )ωg  в скоростной СК уравнениями

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )
x,вр вр y,вр вр z,вр врвр

;
(a)ω a ω a a ω a ωg g gg x y z       (1.11)

• скорости изменения 
( )

вр

(r)ωg  кориолисова уско-

рения 
( )ωg  в естественной СК уравнениями

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
x,вр вр n,вр вр c,вр врвр

.
(r)ω a ω a ω ωg g gg x n c           (1.12)

Между введёнными векторами справедливы взаи-

мосвязи

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
вр врвр вр

[ ] [ ].
(a) (r)ω ω a ω ω r ωg g Ω g g ω g

Использовав уравнения (1.9) и (1.10), а также ра-

венство
( ) ( ) ( ) ( )

врвр
[ ]

(a)ω ω a ωg g Ω g ,

напишем уравнения для координат скорости изменения   
(r)ù

âð

)(g


кориолисова ускорения 
( )ωg  в естественной СК

( , ) 2 ,вр 2 ( ) вр
x,вр вр 3,x n,вр вр 3,c

п,n п,c( ) вр
c,вр вр 3,n

вр вр

( ) 2 ,вр вр ( ) ,вр
n,вр вр 3,x 3,n вр c,вр вр 3,x

(
п,c п,xвр

вр 3,c
вр

(1 ) ( 2 )

( 2 ) ;

(tg 2 )

2

a ω (a ) ω ( )
з з

ω ( )
з

ω (a ) ( ) ω (a )
з з

a
( )

з

g V j g V j
g g

g V j
V V

g V j j θ g V j

g g
V j

V

)
п,n( , )

x,вр
вр вр

( ) 2 ,вр вр
c,вр вр 3,x 3,c вр

( )
п,x п,n п,cвр ,вр ( ) ( , )

3,n 3,x вр n,вр x,вр
вр вр вр

;

2

(tg ) .

a ω

ω (a ) ( )
з з

a
( ) (a ) ω a ω

g
g

V V

g V j j V

g g g
j j θ g g

V V V

(1.13)

Используя взаимосвязи между угловыми скоростя-

ми вращения скоростной и естественной систем коорди-

нат (I,1.24), перепишем уравнение

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
вр врвр вр

[ ] [ ]
(a) (r)ω a ω ω r ωg Ω g g ω g

в виде 
( ) ( ) ( ) ( )
вр вр вр вр[ ].ω (a) ω (r) a ωζg g x g

Проецируя последовательно выписанное равен-

ство на оси скоростной СК, получаем формулы пересчё-

та между координатами векторов 
( )
вр
ω (a)g  и 

( )

вр

(r)ωg
( , ) ( ) ( ) ( )
y,вр n,вр вр c,вр вр вр z,вр

( ) ( ) ( ) ( , )
z,вр c,вр вр n,вр вр вр y,вр

cos sin ;

cos sin .

a ω ω ω ω

ω ω ω a ω

g g ζ g ζ ζ g

g g ζ g ζ ζ g

Используя последние уравнения, а также равен-

ства (1.13), выписываем выражения для координат скоро-

сти изменения 
( )
вр
ω (a)g  кориолисова ускорения 

( )ωg  в ско-

ростной СК

( , ) 2 ,вр ,вр
y,вр вр 3,x 3,y

( )
п,z п,x,вр вр

вр 3,x 3,z
вр вр

( )
п,c п,y( ) ( , )

z,вр вр вр x,вр
вр вр

( ) 2 ,вр вр
z,вр вр 3,x 3,z

,вр
вр 3,y

2

tg ;

2

a ω (a ) (a )
з

a
(a ) ( )

з

a
ω a ω

ω (a ) ( )
з

(a
з

g V j j

g g
V j j

V V

g g
g θ ζ g

V V

g V j j

V j
( ) ( )
п,x п,y,вр

3,x
вр вр

п,c п,z( , ) ( , )
y,вр вр вр x,вр

вр вр

tg .

a a
) (a )

a ω a ω

g g
j

V V

g g
g θ ζ g

V V

           (1.14)

1.3. Производные гравитационного ускорения

Производная 
( )grg  от гравитационного ускоре-

ния зависят от модели Земли и не зависит от управляю-

щих усилий БР. Поэтому при формализации уравнений 

Эйлера желательно использовать запись вектора 
( )grg  в 

геоцентрической земной системе координат. Так как
вр (0) ( )

гц гц 3 вр вр гцcos [( , ) si' n sin ]aV
θ

R
j x , 

то непосредственное дифференцирование уравнения 

(I,1.10) позволяет написать
вр вр( ) ( ) ( )

вр вр2

2 (0)
вр гц 3 вр вр гц

вр вр( ) 2 ( ) ( )
гц вр

(0) (0)
3 вр вр вр гц 3

( 3sin ) b

[5sin (6sin 1) 12( , )cos sin ]

b (6sin 1) 2 b

( , )cos 4sin sin ,

gr a Z
b

Z a Z
b b

V V
θ

R R R
θ θ

V V
R R

θ θ

g x γ

j Q γ

x

j Q j (1.15)

где функция 
( )b Z
b  определена равенством (I,1.11)

2
( ) Э

2 2

3b J
2

Z
b

R
R R

. 

В процессе имитационного моделирования про-

изводную от вектора гравитационного ускорения доста-

точно посчитать в виде (1.15). При использовании нью-

тонова поля тяготения величину 
( )b Z
b  следует считать рав-

ной нулю. 

Последующие выкладки специально построены 

так, что в конечные соотношения, пригодные для про-

граммирования, используют только скалярные произведе-

ния вектора 
( )grg  с ортами различных систем координат.

1.4. Скорость изменения полного вектора 
ускорения центра масс ракеты

С учётом выписанных выше производных диффе-

ренцируем уравнение (I,2.24), определяющее вид резуль-

тирующей силы пg , действующей на центр масс ракеты. 

В итоге выпишем уравнение для скорости изменения ре-

зультирующего ускорения, доставляемого центру масс 
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БР, в геоцентрической земной системе координат
( )
п,x( ) ( ) (2) (2) ( )

п вр атм атм вр вр
вр

( )
п,x(1) (1) ( )

вр атм атм вр вр
вр

( )
(dv) ( )атм акт акт атм

вр акт вр вр

sin

cos

.

a
ω gr a

a
a

α
a

g
V α

V

g
V α

V

α
m m m m

g g g y

x

F F F FΩ Ω (1.16)

Скорость изменения результирующего ускорения 

п вр

(a)g  центра масс ракеты в скоростной системе коорди-

нат удовлетворяет уравнению
( )

п п вр пвр
[ ](a) ag g Ω g .              (1.17)

Подставляя в последнее равенство выражение 

полной производной пg  (1.16), записываем

( ) ( ) (2) (2) ( ) ( )
п вр атм атм п,x вр врвр

(1) (1) ( ) ( )
вр атм атм п,x вр вр

( )
(dv)атм акт акт

вр акт вр

( ) ( )атм
вр вр п

( )sin

( )cos

[ ].

(a) ω gr a a

a a

α

a a

V g α

V g α

α
m m m

m

g g g y

x

F F FΩ

FΩ Ω g (1.18)

Так как угловая скорость вращения скоростной 

системы координат представима в виде

( ) ( ) ( )п
вр вр x вр вр

вр

,a a (a) a
,Ω

V
gΩ x x              (1.19)

то уравнение (1.18) с учётом выражения (I,1.27) для угло-

вой скорости вращения врΩ  полусвязанной СК перепи-

шется иначе
( ) ( ) (2) (2) ( ) ( )

п вр атм атм п,x вр врвр

(1) (1) ( ) ( ) (dv) акт
вр атм атм п,x вр вр акт

( )
( ) ( ) ( )атм акт п

вр вр вр
вр

( )sin

( )cos

,

(a) ω gr a a

a a

α
a ω gr

V g α

V g α
m

α
m m V

g g g y

Fx

F F gz x g g

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )п
x,вр x,вр вр x вр вр

вр

( ) [ ( )].a ω a gr (a) a ω gr
,g g V Ω

V
g x g g

Входящая в последнее уравнение угловая ско-

рость   x вр
(a)
,Ω  удовлетворяет уравнению (I,1.29). Раскры-

вая в этом уравнении векторные произведения, запи-

шем скорость изменения вектора результирующего 

ускорения, доставляемого центру масс БР в скоростной 

системе координат, в виде

( ) ( ) (2) (2) ( ) ( )
п атм вр атм п,x вр врвр

(1) (1) ( ) ( ) (dv) акт
атм вр атм п,x вр вр акт

sin

cos

(a) ω gr a a

a a

V g α

V g α
m

g g g y

Fx

1,атм 2,атм( ) ( )
вр вр вр вр вр

( )
y,акт ( )

вр вр

sin cosa a

a
a

F F
α α α

m m

F
α

m

x y

x
( )
x,акт ( ) ( ) ( ) ( )п

вр вр
вр

( , ) ( , ) п
x,вр x,вр

вр

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )
x вр z,вр z,вр вр y,вр y,вр вр

,

( )

[( ) ( ) ].

a
a a ω gr

a ω a gr

(a) ω gr a a ω a gr
,

F
m V

g g
V

Ω g g g g

gy x g g

g

y z (1.20)

Спроецируем уравнение (1.20) на оси скоростной 

системы координат. При этом, так как вектор 
( )ωg  зави-

сит от управляющих усилий БР, то для него будут в явном 

виде выписаны указанные проекции с использованием 

уравнений (1.10). Вектор 
( )grg  не зависит от управляю-

щих усилий ракеты, поэтому для этого вектора соответ-

ствующие проекции не выписываются, а используется 

просто знак скалярного произведения. В итоге получим 

искомые уравнения
( ) вр ( ) ,вр 2 ,вр 2
п,x 3,z п,y 3,y п,z вр 3,x

( ) ( ) (1) (1) ( )
вр вр атм атм п,x вр

( ) ( )
1,атм x,акт y,акт(dv)

вр вр акт вр

( , ) ( , )
y,вр y,вр

2 ( ) (1 )

( , ) ( )cos

sin

(

a ( ) a (a ) (a )
з з

gr a a

a a

a ω a gr

g j g j g V j

V g α

F F F
α α α

m m m

g g

g x

( )
п,y п,z( ) ( )

z,вр z,вр
вр вр

) ( ) ;
a

ω grg g
g g

V V
(1.21)

( ) ,вр вр ( )
п,y 3,x п,z 3,z п,x

2 ,вр ,вр ( ) ( )
вр 3,x 3,y вр

(2) (2) ( )
вр атм атм п,x вр

( ) ( )
x,акт 2,атм y,акт(dv)

вр вр акт

( , )
x,вр

2 ( )

( , )

( )sin

cos

(

a (a ) ( ) a
з

(a ) (a ) gr a
з

a

a a

a ω

g j g j g

V j j

V g α

F F F
α α

m m m

g g

g y

( )
п,y( , ) ( ) ( )

x,вр z,вр z,вр x вр
вр

) ( ) ;
a

a gr ω gr (a)
,

g
g g Ω

V
             (1.22)

,вр ( ) ,вр ( )
п,z 3,y п,x 3,x п,y

z,акт2 ,вр вр ( ) (dv)
вр 3,x 3,z вр акт

п,z( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x,вр x,вр y,вр y,вр x вр

вр

2

( , )

( ) ( ) .

(a ) a (a ) a
з

(a ) ( ) gr
з

a ω a gr a ω a gr (a)
,

g j g j g

F
V j j

m
g

g g g g Ω
V

g z

             (1.23)

При использовании уравнений (1.21) – (1.23) сте-

пень корректности учёта скоростей изменения составля-

ющих ускорения центра масс БР полностью характери-

зуется выбором правых частей равенств (1.1), (1.3) и (1.4), 

а также моделью поля тяготения Земли.

2. Основные моменты сил, учитываемые 
при моделировании

В данном пункте производится выбор и формали-

зация моментов сил, учитываемых в процессе имитаци-
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онного моделирования движения БР на АУТ. Обозначе-

ния к разделу даны в работе [1].

Суммарный момент сил относительно центра 

масс ракеты представим в виде суммы его составляющих:

a) Момент аэрM  аэродинамических сил (стабили-

зирующий момент).

По определению момента сил справедливо равен-

ство аэр f c аэр( )[ ]x xM x F  или с учетом уравне-

ния(2.2)[1], аэр f c вр y x вр вр( ) ( )sinαx x Sq C C αM z . Знак 

минус в правой части уравнения поставлен в силу того, 

что координаты центра масс x
c
 и центра давления x

f
 ис-

числяются от носика ракеты. 

Полагая коэффициент момента аэродинамиче-

ских сил равным
f c

z y x( ) ,α α x xm C C
l

   (2.1)

получаем принятое выражение для момента аэродинами-
ческих сил

аэр z вр вр врsinαm Slq αM z .   (2.2)

b) Демпфирующий момент аэродинамических 

сил приближенно может быть записан в виде
д

д f c аэр( )[ ]( )x xM x F .

Подставляя в это равенство уравнение (I,2.11), по-

лучаем
2

y x f c
д вр z,вр вр y,вр вр

вр

( )( )
( )

V

αC C x x
Sq Ω ΩM z y .

Полагая вращательную производную от коэффици-

ента аэродинамического демпфирующего момента равной
2

y x f c
2

( )( )α
α
ω

C C x x
m

l
,   (2.3)

получаем итоговое выражение для демпфирующего мо-

мента аэродинамических сил
2

вр
д z,вр вр y,вр вр

вр

( )
V

α
ω

Sq l
m Ω ΩM z y .  (2.4)

c) Момент управляющих сил. По определению

p p c акт px( )[ ]x x MM x F x ,

где M
PX

 – величина управляющего момента стабилизации 

вращения вокруг оси x . Так что с учетом обозначений 

(I,2.17) напишем

p p c z,акт вр y,акт вр px( )( )x x F F MM y z x . (2.5)

d) Моменты гравитационных и кориолисовых сил, 

имеющие порядок отношения характерной длины ракеты 

к расстоянию до центра Земли, не рассматриваются в силу 

их ничтожности по отношению к любым иным моментам, 

влияющим на вращательное движение ракеты.

e) Моменты остальных сил, которые в основном 

характеризуют внутренние процессы БР (такие, как ко-

риолисовые силы от вращения топлива в баках ЖРД, по-

ворота потоков газов в камере сгорания и соплах ДУ), не 

рассматриваются. 

Таким образом, полный момент сил, учитываемый 

при моделировании вращательного движения ракеты, за-

пишется в виде

ц.м p c z,акт вр y,акт вр z вр вр

2
вр

вр z,вр вр y,вр вр px
вр

( )( ) sin

( ) .
V

α

α
ω

x x F F m Slq α

Sq l
m Ω Ω M

M y z

z z y x (2.6)

В соответствии с выписанным уравнением проек-

ции (вр) (вр)
x y zM ,M ,M  на оси полусвязанной относительно 

вращающейся Земли системы координат удовлетворяют 

уравнениям (вр)
x pxM M  и

(вр) 2
z,актy вр p c вр

y,вр
вр вр

(вр)
y,актвр p cz

вр

2
z вр вр

вр z,вр
вр

( ) 1 ;
I I I

( ) 1
I I

sin .
I I

α
ω

α
α
ω

FM mV x x Sq l
m Ω

V m V
FmV x xM

V m

m Sq l Sq l
α m Ω

V   (2.7)

где I – момент инерции БР относительно оси, проходя-

щей через центр масс ракеты и ортогональной оси сим-

метрии (расположенный в плоскости экватора ракеты), 

рассчитанный на текущее время полёта БР;

x
c
 – расстояние от носика ракеты до её центра масс;

x
р
 – расстояние от носика ракеты до точки приложе-

ния управляющих усилий СУ БР;

l - характерная длина ракеты.

Предполагается, что моменты инерции ракеты из-

вестны в каждый момент времени её движения. Методы 

расчётов этих величин предполагаются также известны-

ми и в работе не раскрываются. 

На рисунке показано изменение моментов инер-

ции ракеты в рассматриваемом примере [1] от времени 

Рис 4.1. 

Зависимость моментов инерции ракеты I нм2

от времни полета на атмосферном участке
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(БР типа “Трайдент D5”, начальный угол завала по углу 

атаки после окончания вертикального участка траекто-

рии 8 град). Верхний график раскрывает значение эква-

ториального момента инерции I, а нижний график – мо-

мента инерции относительно оси симметрии I
x
. 

3. Уравнения Эйлера в геоцентрической 
земной системе координат

Вращение ракеты вокруг центра масс относитель-

но набегающего потока рассматриваем с точки зрения 

закона об изменении момента количества движения, что 

позволяет получить удобные для практического исполь-

зования уравнения Эйлера и в явном виде выписать недо-

стающее векторное уравнение связи движения ракеты с 

управляющими усилиями системы управления БР. 

В процессе движения в атмосфере ракета испыты-

вает моменты сил, суммарный вектор которых обозна-

чим через ц.мM . Проекции момента ц.мM  на оси полусвя-

занной относительно вращающейся Земли системы ко-

ординат определим равенством 

ц.м x y,вр вр z,вр врM M MM x y z .  (3.1)

Пусть σ  – момент количества движения БР отно-

сительно центра масс в инерциальном пространстве. Для 

упрощения последующего изложения предположим для 

данного раздела, что ракета состоит из континуума точек 

с массой m
k
 и радиус-векторами kr . Тогда в соответствии 

с определением момента количества движения напишем
[( ) ( )]k k kmσ r r v v , 

где r v  – векторы положения и скорости центра масс 

БР.

Предположим, что тройка ортогональных еди-

ничных векторов ( , , )x y z  жестко заморожена на теку-

щий момент времени в теле ракеты и так, что получаемая 

связанная система координат имеет начало в центре масс 

БР, а сами орты направлены вдоль главных осей тензора 

момента инерции. Сделанные предположения полно-

стью описываются тождествами
0; 0;

0; 0;
k k k k k

k k k k k k

m m x y

m x z m y z

r
 

2 2 2 2
x y

2 2
z

( ) I ; ( ) I ;

( ) I ,
k k k k k k

k k k

m y z m x z

m x y

где k – номер точки твёрдого тела;
; ( , ); ( , );k k k k k kx yr r r r x r y

( , )k kz r z
;

I
y
 и I

z
 - моменты инерции относительно осей y z  

соответственно, которые для осесимметричного тела 

равны величине I. 

Пусть далее врσ  - момент количества движения БР от-

носительно её центра масс, формально рассчитанный во 

вращающейся вместе с Землёй системе координат

,вр вр[( ) ( )] [ ]вр k k k k k з km mσ r r v v σ r ω r ,

где ,врkv  – скорость k-й точки ракеты во вращающейся 

системе координат, ,вр [ ]k k з kv v ω r ;

врv  – скорость центра масс, вр [ ]зv v ω r .

В силу сделанных предположений и формальных 

преобразований получаем
2

x 3,x y 3,y z 3,z

[ ]

( , ) (I I I ),
k k з k з k k

k k з k з

m m

m j j j

r ω r ω r

r ω r x y z

где, как и ранее, 
(0)
3з зω j , а 3,xj 3,yj 3,zj  – координа-

ты вектора (0)
3j  в связанной системе координат

(0)
3 3,x 3,y 3,zj j jj x y z . 

В итоге выпишем взаимосвязь моментов количества дви-

жения в связанных системах координат в обеих систе-

мах исчисления

3,x x 3,y y 3,z z( I I I )вр з j j jσ σ x y z

или в случае осесимметричного тела
(0)

3,x x 3(I I) Iвр з зjσ σ x j .  (3.2)

Дифференцируя последнее равенство по времени, 

записываем

3,x x 3,x x ц.м(I I) (I I)вр з зj jσ x x M . (3.3)

В то же время вектор момента количества движе-

ния врσ  относительно центра масс записывается в виде

x x y,вр вр z,вр врI I ( )вр ω Ω Ωσ x y z ,  (3.4)

где 
x
 – угловая скорость вращения связанной системы 

координат вокруг оси симметрии ракеты, x вр x,врω ν Ω ;

врν  – скорость вращения ракеты относительно полу-

связанной системы координат.

Дифференцируя уравнение (3.4) по времени в аб-

солютном пространстве, записываем

x x,вр y,вр вр z,вр врI I ( )вр ω Ω Ωσ x y z

вр[( ) ]з врΩ ω σ   (3.5)

Теперь рассмотрим последнее уравнение и сдела-

ем следующее:

• заменим производную врσ  в инерциальном про-

странстве в соответствии с равенством (3.3);

• заменим вектор врσ  правой частью уравнения 

(3.4), а производные x 3,xj  в соответствии с равенства-

ми вр[ , ]зx Ω ω x  и вр вр
3,x 3,y z,вр 3,z y,вр

( ) ( )j j Ω j Ω .

В итоге получим

врx
x,вр y,вр вр z,вр вр 3,y z,вр

вр x
3,z y,вр y,вр вр вр

z,вр вр вр

x
x x 3,x вр ц.м

I (
I

I) 1 [( ) ]
I

[( ) ]

I 1( ) 1 [( ) ]
I I

( )
з

( )
з

з

з з

ω Ω Ω j Ω

j Ω Ω

Ω

ω ω j

x y z

x Ω ω y

Ω ω z

Ω ω x M
(3.6)
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После засписи векторных произведений 
вр вр

вр z,вр 3,z вр y,вр 3,y вр

вр
вр вр x,вр 3,x вр z,вр 3,z

вр
вр вр y,вр 3,y x,вр 3,x вр

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( )

( ) ( )
з з з

( )
з з з

( )
з з з

Ω j Ω j

Ω j Ω j

Ω j Ω j

Ω ω x y z

Ω ω y z x

Ω ω z x y
 

и проецирования полученного векторного уравнения на 

оси полусвязанной системы координат, окончательно 

получим искомый вид уравнений Эйлера

вр вр x
x,вр 3,y z,вр 3,z y,вр

x
вр вр

y,вр 3,z x,вр 3,x z,вр вр z,вр 3,z

y,врвр x
x 3,x z,вр 3,z

вр
z,вр 3,x y,вр 3,y x,вр вр y,вр

( ) ;
I

( ) ( )

I( )( ) 1 ;
I I

( ) (

( ) ( )
з

( ) ( )
з з

( )
з з

( )
з з

Mω j Ω j Ω

Ω j Ω j Ω ν Ω j
M

ω j Ω j

Ω j Ω j Ω ν Ω j вр
3,y

z,врвр x
x 3,x y,вр 3,y

)

I( )( ) 1 .
I I

( )

( )
з з

M
ω j Ω j

(3.7)

Данная система уравнений описывает вращатель-

ное движение осесимметричного тела во вращающейся 

вместе с Землёй системе координат в предположении, что 

атмосфера вращается вместе с Землёй. Здесь не учтены:

• изменение момента количества движения за 

счёт выброса газов из сопел, а также внутренние переме-

щения масс БР;

• эффекты от моментов гравитационных и коли-

олисовых сил.

Дополнительно с целью упрощения уравнений 

(3.7) будем предполагать, что влияние вращения связан-

ной системы координат относительно полусвязанной на 

движение ракеты незначительно, то есть для целей ими-

тационного моделирования положим вр 0ν . В итоге 

уравнения Эйлера (3.7) используем в виде

 вр вр x
x,вр 3,y z,вр 3,z y,вр

x
вр

y,вр 3,z x,вр 3,x z,вр

y,врвр x
x,вр 3,x z,вр 3,z

вр
z,вр 3,x y,вр 3,y x,вр

вр
x,вр 3,x y,вр 3,y

( ) ;
I

( )

I( )( ) 1 ;
I I

( )

( )( ) 1

( ) ( )
з

( )
з

( )
з з

( )
з

( )
з з

MΩ j Ω j Ω

Ω j Ω j Ω
M

Ω j Ω j

Ω j Ω j Ω

Ω j Ω j z,врxI .
I I

M

 (3.8)

Векторная запись последней системы уравнений в 

полусвязанной системе координат имеет вид

y,вр вр z,вр вр (0)x
вр вр 3

x

(0)x
x,вр 3,x вр 3

[ ]
I I

I( ) 1 [( ) ].
I

з

з з

M MM

Ω j

y z
Ω x Ω j

Ω j x  (3.9)

Для использования выписанных модификаций 

уравнений Эйлера в некоторых задачах могут потребо-

ваться непосредственные производные от угловых ско-

ростей вращения скоростной системы координат. Пря-

мое дифференцирование уравнений (I,1.29) позволяет 

написать

п,c
x вр вр

вр

( )
п,x п,n п,cвр

вр вр2
вр вр вр вр вр

( ) ( ) ( ) ( )
п,x п,z п,z п,y п,x п,y

y вр z вр
вр вр вр вр вр вр

1 1tg tg ;
cos cos

.

(a)
,

a

a a a a
(a) (a)
, ,

g
Ω ζ

V

g g gV
θ θ

R θ V θ V V

g g g g g g
Ω Ω

V V V V V V
 (3.10)

Производные от ускорений, испытываемых цен-

тром масс ракеты, представлены выше.

Заключение

В статье продолжено изложение теоритических 

положений методики имитационного моделирования 

движения БР на атмосферной части АУТ, конкретизиро-

ван и формализован набор учитываемых моментов сил 

в процессе имитационного моделирования, получен 

специальный вид уравнений Эйлера, учитывающий не-

инерциальность геоцентрической земной системы ко-

ординат (СК).

В процессе вывода уравнений вращательного дви-

жения используются производные от вектора ускоре-

ния, доставляемого центру масс ракеты. Указанные про-

изводные не определяются однозначно. При этом про-

изводные аэродинамических и управляющих сил, а так-

же силы разгонной тяги носят формальный характер и 

не претендуют на точное математическое определение. 

Вместе с тем искомые производные от составляющих 

ускорения всегда можно уточнить как в процессе чис-

ленного интегрирования, так и посредством сравнения с 

эталонными траекториями. 
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