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УДК 519.8

Аннотация. Предложена методика разработки стратегии восстановления готовности сложных 
технических систем на основе модели матричной игры неклассического типа в условиях неопределен-
ности статистических оценок показателей надежности составляющих элементов, отличающаяся 
простотой реализации. Проведена оценка эффективности по критерию минимума вероятности пре-
вышения средних затрат над минимально-гарантированным значением. 

Annotation. The technique of developing a recovery strategy readiness of complex engineering systems based on 
the model of non-classical matrix game type in the conditions of uncertainty of statistical estimates of reliability 
of the constituent elements, which is easy to implement. The efficiency of the criterion of minimal probability of 
exceeding the average cost of the minimum-guaranteed value. 
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В статье [1] проведено обоснование принятия ре-

шения по планированию процессов поиска и устране-

ния неисправностей сложных технических систем (да-

лее систем) по критерию минимизации обобщенных за-

трат (далее затрат) с использованием модели матрич-

ной игры неклассического типа (МИНТ). Модель целесо-

образно использовать для разработки стратегии восста-

новления готовности систем на этапах испытаний и на-

чального периода эксплуатации систем в условиях нео-

пределенности статистических оценок показателей на-

дежности составляющих её элементов.

Модель матричной игры неклассического типа 

(1) с ограничениями (2) позволяет связать решение игры 

с числом возникших неисправностей за счет изменения 

параметра 
max max( )T

NX X
W X E ;   (1)

* max(1 ) 1T T
mX A X A ,  (2)

где А – матрица размера NM;  W=1/;  X X/;  – зна-

чение игры; X={ξ1,ξ2,...,ξn,...,ξN}T  – вектор-столбец ве-

роятностного распределения стратегий поиска (устране-

ния) неисправностей (решение или смешанная страте-

гия ЛПР); E
N
 – единичный вектор-столбец размерности 

N; A
max

 – столбец с элементами max m
nm

a ; А*
m
 – m-й столбец 

матрицы А.

При предельных значениях  (=1, =0) модель 

МИНТ соответствует смешанному расширению матрич-

ной игры (СРМИ) и матричной игре в чистых стратегиях 

соответственно. Результаты решения игры (1) при огра-

ничениях (2) для различных значений параметра = 0,1 

позволяют сделать вывод, что при малом числе реализа-

ций процесса поиска и устранения неисправностей па-

раметр  следует выбирать близким к нулю. При увеличе-

нии числа реализаций процесса, параметр  следует вы-

бирать близким к единице. Однако никаких обоснован-

ных методик, однозначно связывающих параметр  с 

числом реализаций процесса поиска и устранения неис-

правностей, не предложено, что затрудняет применение 

модели МИНТ типа на практике.

В настоящее время технические системы соз-

даются на основе высоконадежной элементной базы. 

В таких условиях количество неисправностей, возни-
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кающих в процессе эксплуатации, будет незначитель-

ным, даже для длительного срока эксплуатации. Поэто-

му для разработки стратегии восстановления готовно-

сти, как правило, применяют минимаксный критерий 

[2]. Это подтверждается практикой эксплуатации совре-

менных технических систем. Поэтому целью примене-

ния модели МИНТ является решение противоречия меж-

ду объективной возможностью снижения средних за-

трат и возможностью их превышения над минимально-

гарантированным значением при незначительном чис-

ле возникновения неисправностей.

В настоящей статье рассматривается задача прак-

тической реализации решения модели МИНТ и оценка его 

эффективности. Под неисправностью системы понимает-

ся неисправность одного элемента (подсистемы, прибора 

или блока) из их конечного множества. Степень детализа-

ции определяется конкретными условиями задачи. 

В общем виде решение МИНТ представляет собой 

смешанную стратегию (3).
X*(β)={ξ1(β),ξ2(β),...,ξn(β),...,ξN(β)}T ,  (3)

где ξN(β) – оптимальная частота применения стратегии n.

При малых значениях параметра  смешанная 

стратегия X*() (3) вырождается в чистую стратегию 

ξN(β)=1, j()=0 jn, применение которой гарантиру-

ет минимум максимально возможных затрат для орга-

нов восстановления готовности (ОВГ), но такое реше-

ние не всегда является удовлетворительным. Увеличе-

ние параметра  до 1 приводит к снижению математи-

ческого ожидания затрат. На рис. 1 изображен график 

решения матрицы затрат (4), соответствующей рассмо-

тренному в статье [1] примеру
0,358 0,356 0,785
0,358 0,684 0,622
0,577 0,146 0,785
0,946 0,146 0,597
0,728 0,684 0,434
0,946 0,474 0,434

A .   (4)

Анализ решения показывает, что за счет приме-

нения смешанной стратегии можно добиться снижения 

математического ожидания затрат на поиск и устране-

ние неисправностей, однако такое решение справедливо 

для бесконечного числа неисправностей в процессе экс-

плуатации, что противоречит практике. При ограничен-

ном числе неисправностей средние затраты могут пре-

высить не только значение математического ожидания, 

но и минимально-гарантированное значение.

Реализация смешанной стратегии (3) в техниче-

ских задачах может быть основана на принципе приме-

нения физической смеси стратегий [3]. Физической сме-

сью стратегий называется такая стратегия, при которой 

одновременно или последовательно применяются чи-

стые стратегии в определенных пропорциях.

Рассмотрим более подробно принцип реализа-

ции физической смеси стратегий к задачам планирова-

ния процесса поиска и устранения неисправностей.

Пусть некоторая система в процессе испытаний и 

начального этапа эксплуатации имеет два состояния ис-

правное Г и неисправное , которое характеризуется от-

казом одного из элементов. Тогда работу всей системы 

можно представить в виде случайных интервалов работы 

Р(Г) и восстановления В( ) чередующихся друг за дру-

гом. Как правило, случайные величины Р(Г) и В( ) неза-

висимы, поэтому в качестве показателя для оценки за-

трат, характеризующих поиск и устранение неисправно-

стей будем использовать математическое ожидание сред-

них затрат за k неисправностей, возникших в процессе 

эксплуатации МО( kW ).

В качестве критерия приемлемости смешанной 

стратегии (3) определим вероятность, характеризующую 

степень возможности появления результатов худших, 

чем лучшие из гарантированных [4]

( )k гP W .    (5)

Физический смысл критерия состоит в том, что 

средние затраты на поиск и устранение k неисправно-

Рис. 1. Решение матрицы А: 
а) смешанная стратегия X(); 

б) значение игры *() и математическое ожидание затрат МО() в единичной реализации игровой ситуации

а б
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стей не превысят гарантированных с вероятностью . 

Для конкретных матриц игры такие расчёты могут быть 

проведены на основе непосредственного определения 

значений ( )k гP W  и приближенных подходов.

Рассмотрим первый из них.

Решив задачу линейного программирования двой-

ственную задаче (1) получим оптимальные условные ве-

роятности возникновения неисправностей
Y*(β)={η1(β), η2(β),..., ηm(β),..., ηM(β)}T,  (6)

где ηm(β) – вероятность возникновения неисправности 

m-го элемента при условии, что система неисправна.

Свойства матричных игр [5] характеризуют их как 

пропорции или частоты событий возникновения неис-

правностей элементов системы, которые максимизируют 

затраты для ОВГ. На практике действительные значения 

частот д
M

д
m

ддд
k kkkk

Y ,...,,...,, 21   при возникновении k 

неисправностей будут отличаться от оптимальных Y*(). 

А это значит, что никакие значения 
д

kY , отличные от 

оптимальных Y*(), не приведут к большим затратам.

Зная оптимальные значения стратегий X*() и 

Y*() можно непосредственно рассчитать значение веро-

ятности события 1( )гP W , заключающегося в том, что 

затраты при устранении одной неисправности W1 пре-

высят минимально-гарантированное значение 
г
.

1
если  

( ) ( ) ( )
nm г

г n m
а ω

P W .  (7)

Поскольку возникновение очередной неисправ-

ности системы после восстановления есть событие неза-

висимое, то на основе теоремы умножения для независи-

мых событий определим ( )k гP W  

1
если  

( ) ( ) ( )
nm г

г n m
а ω

P W .  (8)

С учетом (8) правило выбора значения параметра 


k
 для k-й неисправности системы запишется в виде

1 если 

arg ( ) ( )
nm г

k

k n m
а ω

, (9)

а правило выбора чистой стратегии устранения этой не-

исправности запишется в виде
*arg min ( )

д
k

д
k k k NX

x X X E ,  (10)

где 1 2 , ,..., ,...,
k k k k

д д д д д
k x NX  – действительные значе-

ния частот применения чистых стратегий при возникно-

вении очередной k-й неисправности.

Рассмотренный способ имеет недостаток, заклю-

чающийся в том, что непосредственный подсчёт вероят-

ностей (5) приводит к затруднениям с вычислительной 

точки зрения даже для малых размеров матриц.

Приближенный способ формирования стратегии 

поиска и устранения неисправности основан на исполь-

зовании конкретных характеристик модели игры неклас-

сического типа. Отметим, что решение МИНТ *(), 

уменьшается от минимально гарантированного значе-

ния min maxг iji j
a  при =0 до значения игры * при =1, 

соответствующего решению классической модели СРМИ 

(см. рис. 1,б). Используя это свойство, правило выбора 

значения параметра  для k-й неисправности системы 

может быть сформулировано в следующем виде:

1

( )arg
k

г
k

г

.  (11)

Формирование стратегии устранения неисправ-

ностей с использованием выражения (11) проще с вы-

числительной и алгоритмической точек зрения. Исполь-

зуя выражения (10), (11) сформируем стратегию поиска 

и устранения неисправностей для значения =0,01. Ре-

зультаты расчетов для 10 неисправностей приведены во 

второй строке таблицы.

Для оценки эффективности применения модели 

МИНТ по сравнению с классической моделью СРМИ не-

обходимо выбрать показатели и условия оценки.

Поскольку рассматривается незначительное чис-

ло неисправностей, то в качестве основного показателя 

эффективности модели МИНТ примем вероятность пре-

вышения средних затрат над гарантированным значени-

ем (5). Кроме того, проведем оценку эффективности до-

полнительными показателями: математическим ожида-

нием средних потерь (МО) и их СКО ().

Что касается условий проведения оценки эффек-

тивности, то стоит отметить, что, как правило, программы 

испытаний по оценке надежности технических систем 

имеют предположение о том, что при неизвестных харак-

теристиках надежности составляющих элементов следует 

полагать их равнонадежными. Это предположение явля-

ется наиболее неблагоприятным с позиций теории веро-

ятностей и ведет к значительному увеличению СКО за-

трат. Обозначим такое распределение Y . С точки зрения 

теории игр оптимальные условные вероятности возник-

новения неисправностей Y*() (6) ведут к наибольшим за-

тратам ОВГ. Поэтому оценку эффективности целесоо-

бразно провести относительно этих двух распределений.

Для формализации выводов по эффективности 

модели СРМИ НТ введем следующие обозначения:

X*={ξ1,ξ2,...,ξn,...,ξ6}T = X*(β=1) – смешанная стра-

тегия ОВГ, являющаяся решением модели СРМИ;

XНТ
 ={x1, x2,…,xk,…,x10} – стратегия устранения 

десяти неисправностей, сформированная на основе ре-
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шения модели МИНТ (см. таблицу).

Из таблицы следует, что при проявлении первых 

двух неисправностей применяется стратегия №2, приме-

нение этой стратегии гарантирует ОВГ затраты, не пре-

вышающие 
г
, т.е. вероятность превышения средних за-

трат над гарантированным значением 1( )гP W = P
= 2( )гP W =0.  В этом случае характеристики распре-

деления средних затрат полностью зависят от характери-

стик надежности элементов, составляющих систему. Поэ-

тому МО(XНТ, Y*)=г
, а МО(XНТ, Y )≤ 

г
. При использо-

вании ОВГ смешанной стратегии X* 2( )гP W >0 , 
2( )гP W >0  для условий распределения неисправно-

стей Y  и Y*. Поскольку в спектр стратегии X* входят чи-

стые стратегии, применение которых может привести к 

затратам, превышающим минимально-гарантированные.

При проявлении последующих неисправностей 

ОВГ применяют стратегии, указанные во второй строке 

таблицы. Для наглядности результатов моделирования на 

рис. 2 и рис. 3 изображены графики плотностей распре-

деления средних затрат трех и пяти неисправностей со-

ответственно. На каждом рисунке отображены четыре 

графика плотностей распределения средних затрат при 

применении стратегий восстановления ХНТ и Х* относи-

тельно условий распределения неисправностей  Y  и Y*. 

Кроме того, обозначены уровни затрат, соответствующие 

решению МИНТ при граничных условиях параметра  

[*(=1)=0,571 и 
г
(=0)=0,684)].

Для оптимальных условных вероятностей воз-

никновения трех неисправностей элементов Y* (6), со-

ставляющих систему, вероятность превышения средних 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
βk 0,15 0,15 0,33 0.33 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
xk 2 2 3 5 1 5 1 5 5 1 

)( 1 гWP  

ХНТ,Y* 0 0 0,137 0,101 0,07 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 
Х*, Y* 0,241 0,23 0,173 0,118 0,09 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 
ХНТ, Y  0 0 0,012 0,003 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 

Х*, Y  0,229 0,17 0,021 0,008 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 <10-4 

МО( kW ) 

ХНТ,Y* 0,684 0,684 0,636 0,607 0,583 0,580 0,578 0,577 0,576 0,574 
Х*, Y* 0,571 0,571 0,571 0,571 0,571 0,571 0,571 0,571 0,571 0,571 
ХНТ, Y  0,581 0,575 0,560 0,549 0,531 0,527 0,524 0,521 0,519 0,513 

Х*, Y  0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 

σ( kW ) 

ХНТ, Y* 0,064 0,052 0,044 0,039 0,035 0,019 0,009 0,002 <10-4 <10-4 
Х*, Y* 0,256 0,181 0,120 0,087 0,043 0,034 0,018 0,007 0,001 <10-4 

ХНТ, Y  0,206 0,128 0,055 0,031 0,029 0,015 0,006 0,002 <10-4 <10-4 

Х*, Y  0,186 0,095 0,090 0,043 0,037 0,015 0,004 <10-4 <10-4 <10-4 

Результаты численного моделирования

Рис. 2. Графики плотностей распределения средних затрат трех неисправностей 

1

3

2

4
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затрат над минимально-гарантированным значением 
*

3( , )НТ
гP W X Y  =0,138, что на 0,036 (на 20 процен-

тов) меньше, чем при использовании стратегии, получен-

ной решением классической модели СРМИ (рис. 2, линии 

1 и 2). Следует отметить, что по математическому ожида-

нию средних потерь преимущества модели МИНТ не на-

блюдается, т.е. 
* * *

3 3( , ) 0,636 ( , ) 0,571НТМО W X Y МО W X Y ,

но этот показатель является второстепенным. Кроме того 

недостаток качества по показателю математического 

ожидания компенсируется по показателю СКО
* * *

3 3( , ) 0,044 ( , ) 0,120НТW X Y W X Y .

Аналогичные выводы об эффективности модели МИНТ 

по сравнению с СРМИ можно сделать и для условий рас-

пределения неисправностей  (рис. 2, линии 3 и 4). В этом 

случае математические ожидания при использовании 

ОВГ сравниваемых стратегий уменьшается, что полно-

стью соответствует свойствам матричных игр с нулевой 

суммой [5].

Для пяти возникших в процессе эксплуатации не-

исправностей (рис. 3) остаются справедливыми выво-

ды, сделанные для трех неисправностей. Однако эффек-

тивность модели МИНТ снижается. Это объясняется тем, 

что при возникновении пяти неисправностей (k=5) па-

раметр , рассчитанный по выражению (11), равен еди-

нице и модель МИНТ соответствует классической модели 

СРМИ (см. таблицу).

Таким образом, стратегия восстановления готовно-

сти, сформированная на основе модели МИНТ, эффектив-

на в области незначительного числа возникновения неис-

правностей системы (для рассмотренного примера до 6) 

и позволяет с ограниченным значением вероятности пре-

вышения затрат над гарантированным значением сокра-

тить средние затраты в области малого числа возникно-

вения неисправностей системы. Модель МИНТ имеет пре-

имущество в сравнении с минимаксным методом за счет 

гибкого учета числа возникших неисправностей. Модель 

МИНТ может быть использована для разработки стратегий 

восстановления готовности сложных технических систем 

на этапах испытаний и начального периода эксплуатации. 

При значительном числе неисправностей модель МИНТ 

полностью соответствует классической модели СРМИ, что 

позволяет использовать её и на этапе эксплуатации.
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Рис. 3. Графики плотностей распределения средних затрат пяти неисправностей 
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