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Аннотация. Рассмотрены теоретико-прикладные аспекты обоснования возможностей выполнения 
арифметических операций сложения, вычитания, умножения и деления в системе остаточных классов 
над числами с дробной частью. Обосновано, что для выполнения указанных операций требуется опре-
деление значений неполных частных от деления исходных значений чисел по модулям сравнения, что 
приводит к необходимости использования дополнительных данных, кроме остатков от деления. Сде-
лан вывод о том, что, использование дополнительных данных приводит к появлению ненулевой вероят-
ности правильного определения исходных значений чисел, представимых в СОК, по неполным данным.

Annotation. Theoretical-applied aspects of justification of opportunities performance of arithmetic operations 
of addition, subtraction, multiplication and division in system of residual classes over numbers with fractional 
part are considered. It is proved that performance of the specified operations requires determination of values 
incomplete private from division of reference values of numbers on comparison modules that results in need of use 
of additional data, except remainders of division. The conclusion that, use of additional data leads to emergence 
of nonzero probability of the correct definition of reference values of numbers, representable in system of residual 
classes, according to incomplete data is drawn.
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На сегодняшний день уже оформилось самостоя-

тельное научно-прикладное направление, открывающее 

широкие возможности представления различных изме-

рительных данных в системе остаточных классов (СОК) 

[1-5]. И хотя вопросам представления данных в СОК и 

обратного восстановления исходных значений уделено 

достаточно внимания [6], сформулирована и на практи-

ке апробирована конструктивная теорема об остатках 

(КТО) [6, 7], многократно превосходящая по простоте ре-

ализации известную китайскую теорему об остатках [6], 

исследования в рассматриваемом научно-прикладном 

направлении ещё далеко не завершены.

Актуальным является исследование особенностей 

и области применения теории остаточных классов для 

чисел, содержащих дробную часть, что существенно рас-

ширяет область прикладных исследований и практиче-

ских применений СОК.

В настоящей статье рассматриваются вопро-

сы применения основных арифметических операций в 

СОК, сложение, вычитание, умножение и деление к чис-

лам, которые, кроме целой части, содержат и дробную 

составляющую. В общем случае для целых чисел справед-

ливо [2, 6, 7]:

• представление исходного значения в виде двух 

и более остатков, например, целое число y можно пред-

ставить в виде остатков от деления на целые числа m
1
, m

2
, 

определённые в качестве модулей сравнения 

1 1 1 11 ;mody m l by m

2 2 2 22 ,mody m l by m
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где l
1
, l

2
 – характеризуют целое количество модулей m

1
 и 

m
2
 в значении числа y;

b
1
, b

2
 – соответствующие остатки от деления числа y, 

все числа – целые.

• восстановление исходного значения целого 

числа y из остатков на основе КТО, например, для остат-

ков b
1
 и b

2
 по двум модулям m

1
 и m

2

2 1

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

2

,
0 ;

,
0 ;

,

,

n n

n n

m m
n n

m b m b
при и k n
m m b m m by
при и k n

m b m b

при k n и m k n

 (1)

где 1 2n m m  и 1 2b b , k – целое.

В отношении дробных чисел, представляемых в 

СОК, можно записать

1 1 1 1 11 ;mody m l b by m

2 2 2 2 22 ,mody m l b by m
  и т.д.,

где {b
1
} и {b

2
} – дробные части остатков от деления числа y.

Правила КТО для восстановления исходных зна-

чений чисел из остатков, содержащих дробную часть, 

имеют следующий вид:

2 1

1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 2 1 2 2

1 1 1 2 2 2

2

,
0 ;

,
0 ;

,

,

n n

n n

m m
n n

m b b m b b
при и k n
m m b b m m b b
при и k n

m b b m b b

при k n и m k n

y  (2)

где  1 2n m m  и 1 2b b , k – целое.

Принимая во внимание тот факт, что

1 1 1b b b  и 2 2 2b b b ,

правила (2) в точности соответствуют правилам (1) за 

исключением того, что для чисел, содержащих дробную 

часть, разность  должна вычисляться только с учётом 

целых частей чисел, т.е.

1 2b b .

Последнее, в частности, не противоречит правилам 

(1), поскольку у целых чисел дробная часть отсутствует, 

т.е. может рассматриваться в качестве нулевых значений. В 

связи с этим правила (2) восстановления исходных значе-

ний чисел из остатков, содержащих дробную часть, явля-

ется расширением правил (1) для целых чисел.

Изложенных предпосылок достаточно для того, 

чтобы приступить к рассмотрению основных арифмети-

ческих операций в СОК для чисел, содержащих дробные 

части в остатках.

Операции сложения и вычитания. Пусть даны два 

числа y
1
 и y

2
, для которых вводится операция сложения 

(вычитания).

Представим слагаемые в виде, например, остатков 

по модулям m
1
 и m

2

1 1 11 11 11 2 12 12 12y m l b b m l b b  (3)

и 

2 1 21 21 21 2 22 22 22 ,y m l b b m l b b  (4)

где [] – есть целая часть числа;

{} – обозначает дробную часть числа, а остатки пред-

ставлены в виде целых и дробных частей

11 11 11b b b , 12 12 12b b b

и      (5)

21 21 21b b b ; 22 22 22b b b . 

После сложения (вычитания) будет получен следу-

ющий результат:

1 1 11 11 11

2 1 21 21 21

1 11 21 11 21 11 21

11 21 11 21 11 21

1

1 1

_______________________________________________

mod

mod mod

y m l b b

y m l b b

m l l b b b b

b b b b b b

m

m m

(6)

и

1 2 12 12 12

2 2 22 22 22

2 12 22 12 22 12 22

12 22 12 22 12 22

2

2 2

_______________________________________________

.

mod

mod mod

y m l b b

y m l b b

m l l b b b b

b b b b b b

m

m m

(7)

Таким образом, операция сложения (вычитания) в 

СОК для чисел, содержащих дробные части остатков, мо-

жет быть выполнена без каких-либо ограничений.

Операция умножения. Пусть даны два числа y
1
 и y

2
, 

для которых вводится операция умножения.

Представим сомножители в виде остатков по мо-

дулям m
1
 и m

2

1 1 11 11 11 2 12 12 12 ;y m l b b m l b b

и 
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2 1 21 21 21 2 22 22 22 ,y m l b b m l b b
,

где [] – есть целая часть числа;

{} – обозначает дробную часть числа, а остатки пред-

ставлены в виде целых и дробных частей

11 11 11b b b ; 12 12 12b b b ; 

21 21 21b b b ; 22 22 22b b b . 

После перемножения будет получен следующий 

результат:

1 1 11 11 11

2 1 21 21 21

1 11 1 21 1 11 21 1 11 21

11 1 21 11 21 11 2

_______________________________________________

y m l b b

y m l b b

m l m l m l b m l b

b m l b b b b 1

11 1 21 11 21 11 21 1modb m l b b b b m

 (8)

1 11 21 11 21 11 21

11 1 21 11 21 11 21

1 11 21 11 1 21 11 21

1

1 ;

mod

mod

m l b b b b b

b m l b b b b

m l b b m l b b

m

m
 

и 

1 2 12 12 12

2 2 22 22 22

2 12 2 22 2 12 22 2 12 22

12 2 22 12 22 12 2

_______________________________________________

y m l b b

y m l b b

m l m l m l b m l b

b m l b b b b 2

12 2 22 12 22 12 22 2modb m l b b b b m

 

2 21 22 21 22 21 22

21 2 22 21 22 21 22

2 21 22 21 2 22 21 22

2

2 .

mod

mod

m l b b b b b

b m l b b b b

m l b b m l b b

m

m

 

(9)

Как следует из соотношений (8),(9), результат 

умножения не столь безобиден, как для сложения. Теперь 

для вычисления произведения требуется иметь значения 

величин l
11

, l
12

, l
21

 и l
22

, что, однако,  не является непреодо-

лимым препятствием, поскольку в соответствии с выво-

дами КТО значения этих величин легко можно опреде-

лить на основе правил (2), т.е.

1

1

2 1

1 1

11 2 1 1

1 2 1

, 0 ;

, 0 ;

, ;

n

n
m
n

при и k n

m при и k n
при k n и m k n

l  (10)

2

2

2 2

2 2

21 2 2 2

2 2 2

, 0 ;
, 0 ;

, ;

n

n
m
n

при и k n
m при и k n

при k n и m k n
l  (11)

и

1

1

1 1

1 1

12 1 1 1

1 1 1

, 0 ;
, 0 ;

, ;

n

n
m
n

при и k n
m при и k n

при k n и m k n
l  (12)

2

2

1 2

2 2

22 1 2 2

2 1 2

, 0 ;
, 0 ;

, ,

n

n
m
n

при и k n
m при и k n

при k n и m k n
l  (13)

где 1 2n m m  и 1 11 21b b , 2 12 22b b , k – целое.

Для полученных соотношений (8), (9) следует сде-

лать ряд выводов:

• если перемножаются целые числа, то 

1 2 1 2 1 2mod mody y b b m mb b ;

• если хотя бы один сомножитель содержит дроб-

ную часть, то для выполнения операции умножения не-

обходимо дополнительно проводить вычисления в соот-

ветствии с соотношениями (10)–(13). Важным является 

то, что операция умножения в СОК чисел, содержащих 

дробную часть, не выполнима только на остатках.

Операция деления. Пусть даны два числа y
1
 и y

2
,  

для которых вводится операция деления y
1
 на y

2
, при 

этом предполагается, что y
2
.

Представим делимое и делитель в виде остатков 

по модулям m
1
 и m

2

1 1 11 11 11 2 12 12 12y m l b b m l b b  (14)

и 

2 1 21 21 21 2 22 22 22 ,y m l b b m l b b  (15)

где [] – есть целая часть числа;

{} – обозначает дробную часть числа, а остатки пред-

ставлены в виде целых и дробных частей

11 11 11 ;b b b  12 12 12 ;b b b  

21 21 21 ;b b b  22 22 22 .b b b

В этом случае для каждого из модулей можно за-

писать
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1 11 11 111

2 1 21 21 21

m l b by
y m l b b

   (16)

и

2 12 12 121

2 2 22 22 22
.

m l b by
y m l b b

   (17)

Выражения (16) и (17) не удаётся привести к экви-

валентной форме, когда в знаменателях отсутствуют сла-

гаемые 1 21m l   и  2 22m l . В связи с этим также, как и 

для операций умножения, необходимо вычислять значе-

ния величин l
11

, l
12

, l
21

 и l
22

 по правилам (10)–(13), пред-

ставленных выше.

В целом представленные в настоящей статье ре-

зультаты позволяют сделать вывод о том, что выполнение 

арифметических операций сложения, вычитания, умно-

жения и деления в СОК над числами, содержащими дроб-

ную часть, принципиально выполнимо. При этом остаёт-

ся открытым вопрос о возможности параллельного вы-

полнения рассмотренных арифметических операций в 

отдельности по каждому модулю. В связи с этим необхо-

димо рассмотреть состав данных, необходимых для вы-

полнения этих операций по каждому отдельному моду-

лю, что, по сути, сводится к определению значений пар 

неполных частных от деления l
11

, l
21
 и l

12
, l

22
 для моду-

лей сравнения m
1
 и m

2
.

Так, для определения значений пары l
11

, l
21
 по 

правилам (10), (11) необходимо знать:

• значения остатков b
11

и b
21

;

• разность модулей сравнения 1 2n m m ;

• значение модуля m
1
, 

а для пары l
12

, l
22
, соответственно по правилам (13), (14):

• значения остатков b
12  

и b
22

;

• разность модулей сравнения 1 2n m m ;

• значение модуля m
2
.

В этих случаях для восстановления исходных зна-

чений всякий раз необходимо устранять неоднознач-

ность в определении значения недостающего модуля. 

Так, при известном 1 2n m m  и значении модуля m
1
 

для модуля m
2 
 можно записать

1
2

1

;
,

m n
m m n      (18)

а при известном  1 2n m m  и значении модуля m
2
 для 

модуля m
1 
пролучим

2
1

2

;
.

m n
m m n     (19)

В обоих случаях (18), (19) возможно использова-

ние имеющейся информации об остатках, например, для 

варианта (18) и b
21 
m

1 
(b

22 
m

1
) следует m

2
=m

1
+n или 

для варианта (19) и b
11 
m

2 
(b

21 
m

2
) следует m

1
=m

2
+n. 

В остальных случаях восстановление исходного значе-

ния не является безошибочным.

Для вариантов (18) и (19) можно дать вероятност-

ную оценку. Пусть для определённости m
1 

>m
2
 и значе-

ния случайного числа в шкале представления имеет рав-

номерное распределение. Тогда вероятность того, что 

b
21 
m

1 
(b

22 
m

1
), будет определяться величиной 

1 2
2 1

2

1m mP b m m
.   (20)

Например, при m
1 
=17 и m

2 
=15 

2 1
17 15 1 3 0,1817 17P b m ,

а при m
1 
=33 и m

2 
=31

2 1
33 31 1 3 0,0933 33P b m .

Таким образом, существует ненулевая вероятность 

того, что исходное значение числа может быть определе-

но правильно. Ниже приведен пример, поясняющий по-

лученный вывод.

Пример 1. Пусть для чисел x
1
 и x

2
 заданы остатки 

от деления на модули m
1 
 и m

2
:

b
11

= 7;  b
12

= 17;

b
21

= 20;  b
22

= 17.

В отношении модулей сравнения известно, что их 

значения равны 31 и 33, но не известно, какое значение 

принадлежит какому модулю.

Для имеющихся остатков от деления исходных 

чисел на модули сравнения не удаётся сделать вывод о 

порядке следования модулей, поскольку остатки меньше 

указанных значений модулей. В связи с этим возможны 

следующие ситуации:

• m
1 
=31, m

2
=33 и тогда в соответствии с правила-

ми (10)–(12) следует, что

m
1
: x

1
=[2831]+7=875 и x

2
=[1831]+20=578; 

m
2
: x

1
=[2633]+17=875 и x

2
=[1733]+17=578;

• m
1 
=33, m

2
=31 и тогда в соответствии с правила-

ми (10)–(12) следует, что

m
1
: x

1
=[2633]+7=865 и x

2
=[1733]+20=581, 

m
2
: x

1
=[2831]+17=885 и x

2
=[1831]+17=614.

Можно отметить, что в первом случае восстанов-

ленные по разным модулям значения исходных чисел со-

впадают, а во-втором, напротив, не совпадают. Это может 

рассматриваться в качестве показателя того, что значе-

ния модулей сравнения определены верно.

Пример 2. Пусть для чисел x
1
 и x

2
  заданы остатки 
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от деления на модули m
1 
 и m

2
:

b
11

= 21;  b
12

= 31;

b
21

= 27;  b
22

= 32.

В отношении модулей сравнения известно, что 

их значения равны 31 и 33, при этом, исходя из величин 

остатков определение порядка следования модулей не 

вызывает сомнений, поскольку вторые остатки чисел не 

меньше значений первого модуля.

В связи с этим для имеющихся остатков от де-

ления исходных чисел на модули сравнения возможна 

только одна ситуация:

• m
1 
=31, m

2
=33 и тогда в соответствии с правила-

ми (10)–(12) следует, что

m
1
: x

1
=[2831]+21=889 и x

2
=[1431]+27=461; 

m
2
: x

1
=[2633]+31=889 и x

2
=[1333]+32=461.

Для приведенного примера вероятность возникно-

вения описанной ситуации соответствует соотношению 

(20) в отношении каждого из модулей сравнения. С учётом 

возможности совместного появлении события, связанно-

го с равенством или превышением значений остатков над 

одним из модулей, зависимость (20) принимает вид

1 2
2 1 1 2

2

1 2 1 2 1 2

1 2 1

2 1 1 2

2 1 1 2

1
,

1 1 1

m mP b m b m m
m m m m m m
m m m

P b m P b m

P b m P b m

 (21)

В более сложных ситуациях, когда речь идёт о вос-

становлении вектора значений 1 2, ,..., nx x xx  по 

остаткам 1 11 21 1, ,..., nb b bb   и 2 12 22 2, ,..., nb b bb  при 

условии, что для каждого значения ix x , 1,...,i n  

использованы различные пары модулей 1 2,i im m M, 

выражение для оценки вероятности восстановления век-

тора x принимает вид

1 2
1

1 1
.

n
i i

i i

m mP mb M

Например, пусть использованы следующие набо-

ры модулей сравнения: 17, 15, 17, 16, 17, 15, тогда

1
17 15 1 17 16 1 16 15 1

17 17 16P b M

20,174 0,118 0,125 0,260 10 .

Более полная оценка вероятности безошибочно-

го восстановления исходных значений чисел при исполь-

зовании неполных данных, необходимых для корректно-

го выполнения арифметических операций сложения (вы-

читания), умножения и деления, может быть выполнена с 

учётом динамики изменений значений параметров, а так-

же проверки совпадения результирующих значений, полу-

чаемых по различным модулям сравнения.

В целом основной вывод, который следует из пред-

ставленного материала, сводится к тому, что для чисел, со-

держащих дробную часть и представленных в СОК, воз-

можно выполнение арифметических операций сложения, 

вычитания, умножения и деления. Для выполнения указан-

ных операций требуется определение значений неполных 

частных от деления исходных значений чисел на моду-

ли сравнения, что приводит к необходимости использо-

вания дополнительных данных, кроме остатков от деле-

ния. В свою очередь, использование дополнительных дан-

ных приводит к появлению ненулевой вероятности пра-

вильного определения исходных значений чисел, пред-

ставимых в СОК, что может рассматриваться как негатив-

ный фактор, например, в системах, предусматривающих 

некриптографическую защиту данных. 
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