
5

Д В О Й Н Ы Е  Т Е Х Н О Л О Г И И   №2 (59)  2012

 Силецкий Анатолий Леонтьевич – доктор технических наук, профессор, ведущий научный сотрудник, НИЦ РКС 4 ЦНИИ МО, 
тел. 8-915-281-58-68.

 Siletsky Anatoly – Dr. Sci.Tech., the professor, leading the scientific employee, SRС RCS 4CSRI DM.

УДК 519.2 : 629.7

Аннотация. Рассматривается вероятностное представление пространственного рассеивания с 
ограничениями, которые могут возникать в ряде прикладных задач теории полета космических аппа-
ратов. Представленные аналитические преобразования обеспечивают получение компактного выра-
жения для закона распределения величины расстояния в трехмерном пространстве, которое является 
обобщением известного распределения Максвелла на случай отличных от нуля математических ожи-
даний  координатных составляющих.

Annotation. Probabilistic representation of spatial dispersion with restrictions which can arise in a number of 
applied problems of the space vehicles flight theory is considered. The presented analytical transformations provide 
reception of compact expression for the law of distribution of size of distance in three-dimensional space which 
is generalization of known Maxwell distribution  on a case of distinct from zero of mathematical expectations of 
coordinate components.
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В прикладных задачах возмущенного движения 
космических аппаратов (КА) нередко возникает необхо-
димость вероятностного описания пространственного 
рассеивания, причем  некоторые задачи имеют ряд осо-
бенностей, осложняющих их решение. Например, при 
сближении с космической станцией перед началом за-
вершающей операции (причаливания или стыковки) по 
вполне понятным причинам КА должен располагаться от 
станции на некотором расстоянии [1], величина которо-
го удовлетворяет заданным граничным значениям, про-
ще говоря, находится не так уж далеко, но и не слишком 
близко. По сути такая же особенность характерна и для 
задачи инспекции КА. Задачи, связанные с управлением 
КА при выполнении операций начального этапа манев-
ра сближения (дальнее или ближнее наведение), изложе-
ны, например, в работах [1, 2, 3]. В настоящей статье рас-
сматривается вероятностная сторона результатов выпол-
нения этих операций. 

Взаимное расстояние, в дальнейшем просто рас-
стояние, S является модулем радиус-вектора в трехмер-
ном пространстве, т.е. в самой общей постановке зада-

ча вероятностного описания рассеивания заключается 
в том, чтобы установить закон распределения величины 
радиус-вектора в трехмерном пространстве. В свое время 
такой закон был получен Максвеллом и носит его имя [4]. 
В этом законе предполагается, что составляющие радиус-
вектора (в нашем случае это составляющие расстояния) 
являются нормальными случайными величинами с нуле-
выми математическими ожиданиями и равными средни-
ми квадратическими отклонениями (СКО).

Однако предположение о равенстве нулю матема-
тических ожиданий составляющих расстояния для упо-
мянутой выше задачи не может быть принято. Поскольку 
известное распределение Максвелла в данном случае не 
подходит, следует искать что-то более подходящее. 

Сначала можно отметить, что упомянутое распре-
деление Максвелла можно представить и по-другому, как 
-распределение с тремя степенями свободы, причем 
распределение легко получить из широко известного 
2-распределения (закона Пирсона), используя формулу

( )( ) [ ( )] ,x
dx yx y
dy

   (1)
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связывающую плотность распределения 
у
(у) функцио-

нально преобразованной у=у(х) случайной величины у 

с плотностью распределения 
х
(х) исходной случайной 

величины х. Для нашего случая, при переходе от 2 к , 
конкретный вид этой формулы будет следующим:

2
2 2( ) ( ) 2 ( )dx x x
dx

,  (2)

где () и (х2) есть плотности - и 2-распределений 
соответственно.

Представляет интерес так называемое «нецен-
тральное» 2-распределение, которое является распре-
делением суммы квадратов независимых нормально рас-
пределенных случайных величин 

k
 с ненулевыми мате-

матическими ожиданиями m
к
 и одинаковыми СКО  

2 2 2 2 2
1 2 ... ... , ( 1,2,..., )n .  (3)

Плотность нецентрального 2-распределения за-
висит от числа слагаемых n (которое называют числом 
степеней свободы), так называемого параметра нецен-
тральности , определяемого формулой

2 2 2
1 2 ... nm m m    (4)

и в общем случае в конечном виде не выражается [5], а 
выражается с помощью ряда из бесконечного числа сла-
гаемых

2 2( )2 1( )
1
2

n n
2
2

l
2 2

1
( )

.
( )! ( )

k k
n
2

k 0

1k
2

n2k k
2

 (5)

Фишер Р.А. [7] указал, однако, что для нечетного 
числа степеней свободы можно выразить плотность не-
центрального 2-распределения через элементарные 
функции. Для интересующего нас случая, когда n=3, мож-
но предложить отличающийся от существующих [7, 8] 
простой метод получения плотности нецентрального 
2-распределения.

Обычное (т.е. «центральное») 2-распределение 
является частным случаем нецентрального, когда пара-
метр нецентральности =0. Пусть от системы случайных 
величин 

k
N(m

k
, ) (k =1,2…n) выполнен переход к си-

стеме также распределенных нормально случайных ве-
личин 

k 
(k=1,2…n), из которых 

k 
(k=1,2…n-1) имеют ну-

левые математические ожидания, а величина 
n
 – матема-

тическое ожидание , определяемое формулой (4), то вы-
ражение (3) будет

2 2 2 2 2 2
1 2 1... ... .n k n n

Это означает, что нецентральное 2-распределение 
с n степенями свободы можно представить на сумму цен-
трального 2-распределения с n-1 степенью свободы и 
квадрата нормальной случайной величины с математи-

ческим ожиданием , т.е.
2 2 2

1 1n n .    (6)

Такое преобразование является ортогональным 
и заключается в повороте осей 

1
, 

2
… 

n
 таким образом, 

чтобы n-я ось прошла через точку М с координатами {m
1
, 

m
2
…m

n
}.
Будем искать выражение для плотности нецен-

трального 
3
2-распределения с тремя степенями свобо-

ды, чтобы затем перейти к нецентральному 
3
 распреде-

лению, согласно которому, по нашему предположению, 
распределена величина расстояния между элементами. 
Исходной является предпосылка о том, что три составля-
ющих , , и  расстояния подчиняются нормальному за-
кону распределения причем , ,  являются одинако-
выми и равны .

Перейдем от системы трех независимых нормаль-
но распределенных величин , , и  с математическими 
ожиданиями m, m, m и одинаковыми СКО  к величи-
нам 

1
, 

2
, 

3
. Необходимо, чтобы одна из новых осей (тре-

тья – для определенности) прошла через точки М с коор-
динатами {m, m, m}.

Матрица А перехода к новой системе координат 
получается путем перемножения двух матриц единичных 
поворотов, элементы которых (синусы и косинусы) сфор-
мировать из m, m, m достаточно просто. Обозначая

2 2 2m m m m ,    (7)

далее полагаем m>0, так как случай m=0 соответствует 
известному распределению Максвелла. В силу инвари-
антности относительно начала координат величина рас-
стояния S при переходе от , , к 

1
, 

2
, 

3
 не изменится.

Так как совместная плотность распределения , , 
для случая =,== имеет вид 

1

2 2 2

2

3/ 2 3

( ) ( ) ( )
21

( , , )
(2 )

m m m

e , (8)

а якобиан преобразования, описываемого матрицей А, 
равен единице, то плотность распределения системы 
случайных величин 

1
, 

2
, 

3
 будет

2 2 2
1 2 3

2

1 2 3 3/ 2 3

( )
2( , , )

(2 )

m1 e .  (9)

Заметим, что в случае равенства СКО составляю-
щих нормальные случайные величины остаются незави-
симыми при любом повороте осей [9].

Если формулу (6) для числа степеней свободы, 
равного 3, представить в виде

2 2 2
3S d ,    (10)
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где d2 имеет обычное 2-распределение с двумя степе-
нями свободы, т.е. 

2

22 2
2( )

d1
2

d e ,    (11)

а 
3
2 распределено как квадрат нормальной случайной ве-

личины

2 2

2 2
3 3

2 2 2
3

3

( ) ( )

( )
m m1 e e , (12)

то плотность распределения квадрата взаимного рассто-
яния можно найти на основе композиции законов (11) 
и (12).

С этой целью введем обозначения
2S w ; d2=u; 2

3 v ,   (13)
с учетом которых формула (10) будет иметь вид

w u v .     (14)
Плотности распределения случайных величин u и 

 при обозначениях (13) соответственно будут

2

22( )u

u1
u

2
e ;    (15)

2 2

2 2
( ) ( )
2 2

2
( ) .

v m v m

v
1

2
v e e

v
 (16)

Формула для композиции законов 
u
(u) и (), 

если в качестве переменной интегрирования выбрать , 
будет иметь вид

0

( ) ( ) ( )
w

w u vw w v v dv   (17)

или, с учетом (15) и (16),

3

2

2 2

2 2 2

2

0

( ) ( )
2 2 2

0

2
( )

.

w

t

w w v v m v m

1

4

1

v

dt we

e e e dv  (18)

Переходя от w и  соответственно к S и 
3
 получим

2 2 2 2
3 3 3
2 2 2

2
3

( ) ( )
2 2 2

3 3
30

( )

.
s s m m

1S
4 2

1e e e 2 d

Раскрывая квадратные скобки, складывая показа-
тели степеней и производя очевидные сокращения, при-
ходим к виду

2 2
3 3

2 2 22 2
3 33

0 0

( ) .
s sm ms m

S
2
1 e e d e d
2

После интегрирования и простых преобразова-
ний получаем выражение плотности распределения ве-
личины S2

2 22
( ) ( )

( )
2 2

2 2
s m s m

S
2m 2
1 e e , (19)

которое является нецентральным 2-распределением с 3 
степенями свободы, где величина 

3нц
2 (она же S2) пред-

ставляет собой сумму 2+2+2 квадратов трех составля-
ющих, являющихся нормальными случайными величи-
нами с математическими ожиданиями m, m, m и оди-
наковыми СКО, равными .

Следуя формуле (2), находим выражение для плот-
ности нецентрального -распределения (т.е. для плотно-
сти распределения расстояния S),

2 2

2 2
( ) ( )
2 2( )

2
,

s m s mS
S

m
e e  (20)

которое, видимо, следует называть также нецентральным 
распределением Максвелла. Другой способ вывода выра-
жения для плотности (S)

нц
 заключается в переходе от 

прямоугольных координат 
1
, 

2
, 

3
 к сферическим коор-

динатам S, ', ' и 2-кратном интегрировании (по ' и по 
') трехмерной плотности (S, ', '), полученной исхо-
дя из формулы (9). Такой способ несколько сложнее опи-
санного, и был использован для контрольных целей. По-
лученное распределение является обобщением известно-
го распределения Максвелла, в котором математические 
ожидания составляющих равны нулю. Чтобы как частный 
случай при m=0 получить плотность обычного («нецен-
трального») распределения Максвелла, нужно найти пре-
дел (S)

нц
 при m0, поскольку при m0 в правой ча-

сти (20) получается неопределенность вида 0/0. Иско-
мый предел находится путем однократного применения 
правила Лопиталя. Легко проверить, что этот предел со-
ответствует обычному распределению Максвелла [4].

Получив выражение для плотности распределе-
ния расстояния (S)

нц
, определим вид соответствующей 

функции распределения F(S)
нц

.
По определению функции распределения

2 2

2 2

0

( ) ( )
2 2

0

( ) ( )

.

s

s s m s m

m

F S S ds

1 S e e ds
2

  (21)

Рассматривая каждое слагаемое в квадратных 
скобках отдельно, прибавляем и отнимаем одинаковые 
выражения и приходим к виду

2

2

2 2 2

2 2 2

( )
2

0

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

( ) ( )

( ) ,

s s m

s s ss m s m s m

1
F S

1 s m e ds
m2

1e ds s m e ds e ds
m

 (22)
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где первое и третье слагаемые, будучи приведены к виду
2

2

2

2

( )2 2
2

1 2
0

( )2 2
2

3 2
0

( ) ;

( ) ,

s s m

s s m

s mJ e d
m 2

s mJ e d
m 2

интегрируются непосредственно, а два других выража-
ются через нормированную функцию Лапласа [4]

0

2

2

0

( )
2

t1 e dt .   (23)

В итоге функция распределения искомого закона 
распределения расстояния имеет следующий вид:

2 2

2 2

0 0

( ) ( )
2 2

) )( ) ( ) ( )

.
2

s m s m

s m s mF S

e e
m   (24)

Эта функция определяет вероятность того, что 
случайные значения S расстояния будут меньше выбран-
ного фиксированного значения – S.

Если обозначить
SD и D

mm ,    (25)

то получим более удобное выражение для функции рас-
пределения

2 2

0 0

( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( )

1 ,
2

D D

D D

D m D m

D

F D D m D m

e e
m  (26)

для которого легко рассчитать и составить таблицу, по-

скольку таблицы Ф
0
(х) и 

2

2
y1

2
e  имеются [4]. Такая та-

блица функции распределения, соответствующей нецен-
тральному распределению Максвелла, будет иметь два 
входа:

D – выбранное фиксированное значение приве-
денного расстояния;

m
D
 – значение приведенного параметра нецен-

тральности.
Итак, получено аналитическое выражение для за-

кона распределения расстояния, имеющее достаточно 
простой вид. Это позволяет без особых трудностей рас-
считать соответствующие таблицы квантилей, что обе-
спечивает возможность удобного использования нецен-
трального распределения Максвелла при решении при-
кладных задач.
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