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Аннотация. Рассматривается задача синтеза оптимальной программы движения ракеты космиче-
ского назначения для  минимизации площади рассеивания ее отделяемых частей.  Задача формализо-
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Annotation. The task of the syntheses of the optimum program of the moving the rocket of the cosmic purpose 
is Considered for minimization area diffusings herits separated parts.  The Task formalized and is brought about 
standard task of optimum control with restrictions.  For decision aplying method goal-directed change optimized 
function.
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Важным вопросом при осуществлении косми-
ческой деятельности является обеспечение требований 
безопасности вдоль трасс запусков космических аппара-
тов (КА) и в районах падения, под которыми понимают-
ся выделенные участки земной поверхности, используе-
мые для падения отработавших ступеней (ОС) и отделяе-
мых частей (ОЧ) ракет космического назначения (РКН). 
Поэтому актуальной остается задача синтеза оптималь-
ных программ управления движением РКН на активном 
участке траектории (АУТ), учитывающих как требования 
безопасности, так и обеспечивающих минимальную сто-
имость выведения КА [1–5].

При выведении КА на орбиту можно выделить два 
характерных участка полета (рис.1):

• управляемый, когда привлекаются активные 

силы (сила тяги, силы от органов управления), а траекто-
рия полета начинается в точке старта О

с
 и заканчивается 

в точке выведения КА на орбиту О
КА

;
• неуправляемый, когда ОС или ОЧ под действием 

гравитационных и аэродинамических сил совершает по-
лет от точки разделения с РКН 1кх , 2кх  до момента со-
прикосновения с поверхностью Земли 1х , 2х . 

В условиях невозмущенного движения РКН точки  

1кх , 2кх  и 1х , 2х  связаны функциональной зависимо-
стью

( , , )j кjx F x x t , 1,2j ,   (1)

где ( , , )F x x t  – некоторая вектор-функция фазовых коор-
динат x  и скоростей x  на момент времени t отделения 
ОС и ОЧ от РКН.
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Точки 1х , 2х  иногда называют точками прицели-
вания, которые располагаются в районах падения ОС и 
ОЧ. В эти точки ОС, ОЧ могут попасть, как известно [6], 
при различных значениях начальных условиий 1 1к кх Х ,  

2 2к кх Х , где 1кХ   2кХ  есть множества таких значений 
начальных условий движения ОС и ОЧ (рис.2). 

Кроме того, при наличии соответствующих энер-
гетических ресурсов на РКН (например, в виде сверхга-
рантийных запасов топлива) может быть реализовано се-
мейство  траекторий выведения. При этом в моменты 
времени 1кt   2кt  будут иметь место множества значе-
ний 1( )кx t   2( )кx t  (рис.3). Обозначим множества этих 
значений 1кХ   2кХ  соответственно.

Тогда множества значений начальных условий 
движения ОС и ОЧ, с учетом которых необходимо осу-
ществлять поиск программы управления движением РКН 
при выведении КА на орбиту, определятся как

1 1 1U к кХ X Х ; 2 2 2U к кХ X Х .   (2)

В реальных условиях пусков РКН при  воздействии 
возмущающих факторов, например вариаций термоди-

намических параметров атмосферы на пассивном участ-
ке траектории, ОС и ОЧ не попадают в соответствующие 
точки прицеливания  1х  и  2х , а имеют место отклоне-
ния фактических точек падения относительно них. Дан-
ные отклонения могут быть оценены параметрами эл-
липсов рассеивания с площадями S1 и S2. При этом, как 
показывают исследования, параметры эллипсов рассеи-
вания ОС и ОЧ зависят от начальных условий движения 
[1,6]. Поэтому для рассматриваемой РКН с двумя отводи-
мыми районами падения актуальна следующая постанов-
ка задачи.

Пусть в общем случае текущие координаты РКН 
меняются во времени согласно системе дифференциаль-
ных уравнений движения 

( , , ), 1(1)i ix f x u t i n ,   (3)

где ( , , )if x u t  функции x , времени 0[ , ]кt t t  и r-мерного 
вектора управления 1 2[ , ,..., ]Тru u u u U ; 

U – множество допустимых управлений u ;
n – размерность фазового вектора x ;
t
к
 – момент окончания выведения КА на орбиту.

И пусть в случае выключения двигательной уста-
новки и отделения ОС, ОЧ от РКН в моменты времени 

1 0[ , ]к кt t t , 2 0[ , ]к кt t t  координаты точек падения ОС и 
ОЧ на поверхности Земли 1 1x X , 2 2x X  можно опре-
делить при помощи функциональных связей (1).

Если задано начальное состояние объекта (точка 
старта) 

2 2x X      (4)
и функции управления u (t), то при предположении, что 
функции ( , , ), 1(1)if x u t i n  непрерывны по совокупно-
сти x  и u , непрерывно дифференцируемы по x  и функ-
ции u (t), измеримые и ограниченные, решение системы 
уравнений (3) однозначно определяет траекторию движе-
ния РКН x (t), которая называется фазовой траекторией. 

Пусть, кроме того, задана конечная точка управле-
ния (параметры орбиты КА)

( )k kx t x      (5) 
и получены все возможные управления u (t) для всех 

0[ , ]кt t t , такие, что траектория x (t) проходит в момент 

Рис. 1. Траектории полета РКН, ОС иОЧ

Рис. 2. Область значений начальных условий движения Х
к1, при 

которых ОС, ОЧ попадают в точку прицеливания

Рис.3. Области точек отделения ОС и ОЧ от РКН
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времени t
к
 через точку x

к
 и удовлетворяет ограничениям, 

налагаемым на траекторию выведения КА с целью попа-
дания ОС и ОЧ в заданные области (районы падения), 
определяемые, например, как

0{ : || || }, 1,2i i i i iG x x x R i  , (6)
где 0ix  – геометрические центры областей;

R
i
 – радиусы областей. 

Среди этих управлений необходимо найти одно 
управление, для которого функционал, характеризую-
щий суммарную площадь эллипсов рассеивания

1 1 2 2

1 1 2 2,
,

min { ( , ) ( , )}
к U k U

к кu U
x X x X

S S x u S x u ,  (7)

принимает минимальное значение.
Методы поиска квазиоптимального управления 

движением РКН с ограничениями на фазовые перемен-
ные, которые предполагают, что уже найдено допусти-
мое (опорное) управление, обеспечивающее выполне-
ние условий (4)–(6), известны. К ним относится, напри-
мер, метод локальных вариаций [7]. Для поиска опорно-
го управления произведем целенаправленную замену 
оптимизируемых функционалов [4] таким образом, что-
бы формулируемые при этом задачи решались известны-
ми методами. Тогда получим следующую последователь-
ность задач:

1. Найти управление 0( ), [ , ]ku u t t t t , обеспе-
чивающее выполнение условий (4) и (5) на уравнениях 
связи (3) для  функционала 

1 1 1 01( , ) min|| ||
u

G x t x x .

2. Найти управление  0( ), [ , ]ku u t t t t , обеспе-
чивающее выполнение условий (4), (5) и 1 01 1|| ||x x R  
на уравнениях связи (3) для функционала

2 2 2 02( , ) min || ||
u

G x t x x .

3. Найти управление  0( ), [ , ]ku u t t t t , обеспе-
чивающее выполнение условий (4), (5), 

 0|| ||i i ix x R , 1,2i  
и доставляющее экстремум функционалу S.

Таким образом, задача синтеза программы управ-
ления движением РКН сведена к стандартной математи-
ческой постановке задачи поиска оптимального управле-
ния с ограничениями. Решение данной последовательно-
сти задач известными методами приведет к решению за-
дачи в исходной постановке, что позволит минимизиро-
вать площади эллипсов рассеивания точек падения ОС и 
ОЧ заданного типа РКН и, в конечном итоге,  площадь от-
водимых территорий для  районов падения ОС и ОЧ РКН.
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