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Аннотация. Рассматривается задача организации управляемого движения космического объекта 
(КО) с нерегулируемой тягой, целью управления которым является обеспечение к заданному (или экс-
тремальному) времени не более трех краевых условий. Решение такой экстремальной задачи возмож-
но многими способами, включая традиционно используемое численное решение краевой задачи. Одна-
ко, когда требуется производить в сжатые сроки решение нескольких тысяч таких задач при модели-
ровании сложной космической обстановки, желательно отказаться от классического подхода. В дан-
ной работе рассматривается способ решения экстремальных задач с аналитическим представлени-
ем промежуточного решения посредством небольшой замены модели гравитационного поля Земли и 
таким образом, чтобы в итоге получить быстродействующие алгоритмы синтеза рассматриваемых 
управляемых процессов.

Annotation. The task of architecture of operated driving of the space object with noncontrollable thrust, the 
control purpose which is observed support to set (or extreme) time no more than three boundary conditions is. The 
solution of such extremum problem was possibly many modes, including traditionally used numerical solution of a 
boundary value problem. However, when it is required to effect in deadlines the solution of several thousand such 
tasks at simulation of the difficult space conditions, it is desirable to refuse the classical approach. In the yielded 
activity the mode of the solution of extremum problems with analytical representation of the intermediate solution 
by means of small substitution of model of a gravitational field of the Earth is observed and so that as a result to 
receive rapid-transfer synthesis algorithms of observed controlled processes.

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СФЕРИЧЕСКИ-ОДНОРОДНОГО ПОЛЯ ДЛЯ 
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Использование методики полностью исключа-
ет необходимость численного интегрирования уравне-
ний управляемого движения в процессе реализации чис-
ленных методов поиска попадающей траектории, суще-
ственно повышая быстродействие алгоритмов решения 
краевых задач. 

Получаемые в работе аналитические соотноше-
ния существенно облегчают построение имитацион-
ных моделей, позволяют непосредственное получение 
вектора положения, которое займет объект управления 
к моменту выключения разгонных двигателей, как толь-
ко был задан требуемый вектор скорости бросания. Ис-
пользование результатов работы полностью исключа-
ет методические неточности, свойственные численному 
интегрированию многомерных систем дифференциаль-
ных уравнений.

Метод применим при имитационном моделирова-
нии участков выведения ракет после их выхода из плот-
ных слоев атмосферы, а также при моделировании управ-
ляемого движения ряда специфических объектов в откры-
том космосе. 

Дается исчерпывающее теоретическое обоснова-
ние методики с точки зрения оптимальности синтезиру-
емых управляемых процессов по времени работы ДУ с 
нерегулируемой тягой. Второй раздел может служить до-
полнительным обоснованием известного метода наведе-
ния по вектору требуемой скорости.

Статья является первой из представляемой серии 
работ. В работах этой серии подробно, по шагам изла-
гается последовательность получения искомого направ-
ления вектора тяги ДУ космического объекта для задач 
имитационного моделирования. 
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Список сокращений и обозначений:
КО – космический объект;
ДУ – двигательная установка;
t – текущее время, сек;
t
0
 – время начала управляемого движения космического 

объекта;
v – вектор скорости центра масс КО в инерциальной си-
стеме координат;
r – радиус-вектор центра масс объекта;
R – норма радиус-вектора центра масс КО, R r  ;

 – единичный вектор, направленный вдоль радиус-
вектора r , Rr ;
V – скорость центра масс КО, V v ;  
p – фокальный параметр;
e – эксцентриситет;
 – угол между вектором скорости и местным горизон-
том (угол наклона траектории);
c – единичный вектор, направленный вдоль вектора мо-
мента количества движения центра масс;
G – реактивное ускорение;
m – масса КО;
u – эффективная скорость истечения газов из сопел ДУ КО;
V

кр
 – скорость на круговой орбите радиуса R

0
; 

g
кр

 – ускорение на круговой орбите радиуса R
0
;  

T
кр

 – период обращения на круговой орбите радиуса R
0
;  

 – безразмерный радиус-вектор КО, 0Rr ;  
 – норма безразмерного радиус-вектора КО, ;  

 – безразмерная скорость КО, Vv  ; 
 – норма безразмерной скорости, V V ;  
z – безразмерное время 02 ( )z t t T ;  
u – безразмерная эффективная скорость истечения газов 
из сопел ДУ КО, u u V ;
a – безразмерное условное время сжигания полной мас-
сы КО, 02a m mT ;
G – безразмерное реактивное ускорение, G G g ;  

 – единичный вектор направления силы тяги ДУ;
U

z
 – гравитационный потенциал Земли.

1. Содержание задачи

В процессе имитационного моделирования наи-
более востребована задача, когда требуется за счёт одно-
го участка доразгона двигательной установкой (ДУ) с не-
регулируемой тягой обеспечить попадание космическо-
го объекта (КО) в заданную точку с радиус-вектором (2)r  
в заданное время ( 2 )t . Иногда время ( 2 )t  достижения точ-
ки (2)r  может быть неизвестно и стоит задача попадания 
КО в заданную точку при минимальном времени непре-
рывной работы ДУ.

Решение этой задачи даже в ньютоновом поле тя-

готения требует решения краевой задачи, что при од-
новременном моделировании тысяч таких ситуаций за 
ограниченное процессорное время крайне нежелатель-
но. Один из способов выхода из этой ситуации состоит 
в подмене поля тяготения Земли на участке движения КО 
с работающими ДУ на некоторое другое, которое на мо-
мент выключения ДУ приводит к допустимым отклоне-
ниям положения и скорости КО от соответствующих но-
минальных значений, получаемых в процессе решения 
классической краевой задачи. 

Особенностью рассматриваемого метода имита-
ционного моделирования управляемого движения КО яв-
ляется подмена ньютонова поля тяготения модификаци-
ей сферически-однородного поля, что позволяет опре-
делить эффективные рекуррентные зависимости для по-
строения искомого управления. Данная подмена краткос-
рочная, производится исключительно на участке совер-
шения маневра и не влияет на описание последующего 
движения космического объекта.

Преимуществом метода является прозрачность 
обоснования оптимальности синтезируемого управля-
емого процесса, его универсальность и приспособляе-
мость для имитационного моделирования управляемого 
движения широкого класса космических объектов, а так-
же отсутствие необходимости численного интегрирова-
ния уравнений управляемого движения. 

В работе представлено строгое доказательство 
каждого используемого уравнения. Основная тенден-
ция изложения материала состоит в стремлении предо-
ставить именно те уравнения и в таком виде, практиче-
ское программирование которых приводит с заметной 
экономии процессорного времени. В частности, практи-
чески все громоздкие соотношения для расчета добавок 
к результирующим векторам положения и скорости за 
счет учета очередного приближения по высоте сфериче-
ского слоя предоставляются в виде коротких рекуррент-
ных зависимостей.

Тяга ДУ и удельный пустотный импульс ДУ КО счи-
таются постоянными, система управления - идеальной, а 
сам космический объект – динамически осесимметричен.

При получении решения уравнений управляемого 
движения предполагается, что поле тяготения централь-
ное (не обязательно ньютоново). Вместе с тем структура 
самого получаемого решения имеет вид (4-я статья дан-
ной работы)
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в котором векторы 0 и ( )frc
k  не зависят от проекций k 

вектора управления  тягой ДУ КО на оси стартовой со-
путствующей системы координат. Отброшенные в выпи-
санных уравнениях члены являются квадратичными или 
более высокого порядка формами от перекрёстных про-
изведений величин k и, как показано в 4-й и 5-й статьях 
работы, являются ничтожными. 

Основным (первым) этапом получения выписан-
ных выше уравнений является разложение в ряд Тейло-
ра нормы радиус-вектора КО. При этом мы полностью со-
храняем качество локального движения в горизонталь-
ной плоскости, а неточность представления полностью 
ложится на вертикальное движение. Поэтому чем бли-
же траектория КО к круговой, тем лучше аппроксимация 
движения к его фактическому состоянию. На вытянутых 
траекториях точность аппроксимации, конечно, ухудша-
ется и обеспечивается сравнительно небольшой длитель-
ностью участков доразгона. Численные оценки, приводи-
мые в работе [2], позволяют использовать методику и для 
маневров на высокоэллиптических орбитах. 

Выписанное решение используется только на 
участке движения КО с работающими ДУ. Результатом та-
кого движения является обеспечение необходимых зна-
чений векторов положения и скорости на момент вы-
ключения ДУ, которые при последующем пассивном дви-
жении КО в требуемом поле тяготения гарантируют вы-
полнение поставленной перед объектом задачи.

Свободные векторы 0 и 0 не зависят как от век-
тора управления , так и от характеристик ДУ космиче-
ского объекта, и представляют собой векторы положения 
и скорости КО в его пассивном движении. Действитель-
но, если в уравнении (3.10) формально положить величи-
ну u равной нулю, то получим уравнение пассивного дви-
жения КО, то есть составляющая 0 и её производная 0

есть ничто иное, как аппроксимация пассивной траекто-
рии полёта КО. Качество указанной аппроксимации на 
участке работы ДУ высокое и оценивается в последней 
статье настоящей работы посредством численного инте-
грирования различных вариантов управляемого движе-
ния и сравнения с результатами методики. Вместе с тем в 
процессе моделирования аппроксимацию 0 влияния 
гравитационного поля на движение КО можно было бы 
не считать и не оценивать, а просто заменить на то дви-
жение, которое было бы в случае отсутствия тяги ДУ. Дру-
гими словами, выписанные уравнения разделяют управ-
ляемое движение КО на пассивное движение по старто-
вой траектории и добавку влияния тяги ДУ, смешанную с 
изменением текущего положения КО.

Таким образом, если произвести замену вклада 

векторов 0 и 0 непосредственно вкладом действитель-
ного пассивного движения КО, то влияние начальных 
предположений о центральности поля тяготения скажет-
ся только на значениях векторов ( )frc

k , описывающих 
вклад ДУ на движение КО. Однако отличие указанного 
вклада от рассчитанного посредством численного инте-
грирования крайне ничтожно (десятки сантиментов по 
положению в момент выключения ДУ после его переме-
щения на 2000 км при начальном угле наклона траекто-
рии 60 град.), и это отличие может быть уменьшено, если 
в выписанном уравнении не будут откидываться квадра-
тичные формы от произведений  k, или сама траектория 
маневрирования будет менее вытянутой. Линейное по 
проекциям k представление решения удобно в обратных 
задачах определения управления  по заданным краевым 
условиям. Вместе с тем от этого удобства легко отказать-
ся, если это окажется целесообразным.

В процессе изложения материала предоставляют-
ся конкретные алгоритмы программной реализации.

2. Теоретическое обоснование метода 
имитационного моделирования

Управляемое движение космического объекта бу-
дем рассматривать с позиций переходных процессов, то 
есть краевые условия (цель управляемого переходного 
процесса) будем задавать на момент времени окончания 
участка активного маневрирования. 

В данном разделе показано, что направление век-
тора тяги ДУ космического объекта на каждом разгон-
ном участке может приниматься постоянным в абсолют-
ном пространстве. Одновременно всегда возможно вы-
деление такой скалярной функции текущих значений ко-
ординат, скорости и краевых условий, которая по свое-
му значению (на траекториях оптимального переходно-
го процесса) в каждый момент времени равна запасу ха-
рактеристической скорости, необходимому для последу-
ющего достижения цели маневрирования. 

В сформулированной (раздел 1) постановке зада-
чи ДУ КО должна обеспечить совмещение не более трёх 
краевых условий, в силу чего основным фактором актив-
ного движения является обеспечение соответствующей 
скорости 1v  движения КО к моменту времени t

1
 выключе-

ния ДУ. Достижение требуемой скорости бросания реа-
лизуется за счет выбора требуемого управления – еди-
ничного вектора  направления вектора тяги ДУ. 

Радиус-вектор 1r  космического объекта к моменту   
t
1  

выключения ДУ при таком управлении с нерегулируе-
мой тягой окажется однозначной функцией результиру-
ющей скорости бросания 1v . 
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1 1
1 1( ); ( )t tr r v v .   (2.1)

И если после совершения маневра мы обеспечим 
достижение заданных краевых условий, то тем самым к 
моменту времени t

1
 выключения ДУ мы добьёмся попада-

ние векторов положения и скорости КО на поверхность 
1 1( , )g r v

1 1 1 1 1( , ) ( ) 0g r v r f v .   (2.2)
Чтобы в итоге показать, что управление  в после-

дующих разделах можно считать постоянным, обозначая 
через U

z
 – потенциал Земли, введем в рассмотрение век-

тор s  гравитационных потерь, накопленных к текущему 
времени t на участке маневрирования КО от момента 
времени t

0
 включения ДУ

0

zUt

t
dts

r
    (2.3)

и в связи с этим обозначением для последующей оценки 
эффективности используемого управления  введем но-
вую переменную

p v s .     (2.4)

Тогда, если через G обозначить реактивное ускоре-
ние космического объекта, а через  – гравитационную 
постоянную Земли, то система уравнений, описывающая 
переходный управляемый процесс, запишется в виде 

zU; ;Gr p s p s
r

.  (2.5)

В этом уравнении управлением является единич-
ный вектор направления вектора тяги . Начальные усло-
вия для управляемой системы (2.5) на время t

0
 включения 

ДУ принимаются в виде

0( ) 0;ts 0 0( ) ;tp v 0 0( )tr r .  (2.6)
Краевые условия, устанавливаемые для управляе-

мой системы (2.5), определены уравнением (2.2). Прини-
мая в качестве независимой переменной расход запаса 
характеристической скорости 

0

t
q Gdt , перепишем 

управляемую систему (2.5) в более приемлемом для на-
ших целей виде

zU1; ; ; 1q
G G
p sr p s

r
. (2.7)

Для краткости изложения введем единое обозна-
чение для группы входящих в управляемую систему урав-

нений (2.7) переменных ( , , )x r p s . Целью управляемо-
го процесса (2.7) будет выбор такого управления 

( , )q x , при использовании которого будет достигну-
та поверхность (2.1) при минимальном расходе запаса 
характеристической скорости

0
min

q
dq .    (2.8)

Для решения поставленной экстремальной зада-
чи введём в рассмотрение определенно-положительную 
функцию Ф, принимающую нулевые значения толь-
ко на поверхности (2.1) и дважды непрерывно-
дифференцируемую по всем своим аргументам. Функция 
Ляпунова Ф является аналогом расстояния от текущего 
фазового положения управляемого объекта до поверхно-
сти (2.1). Рассмотрим функционал

0

q
D dq    (2.9)

и полную скорость его изменения вдоль интегральных 
кривых уравнений управляемого движения (2.7)

, 1W D
q

x
x

.             (2.10)

Предположим далее, что функция ( , , )W q x  обла-
дает свойством

0

: 1
( , , ) inf ( , , ) 0

def
W q W qx x ,              (2.11)

то есть функция ( , , )W q x  построена так, что её алгебра-
ический минимум по координатам вектора  достигает-
ся при 0  и оказывается равным нулю. Тогда, как вид-
но из (2.10), для самой функции Ф окажется справедливо 
равенство

0( , , ) 1q x .               (2.12)
Само наличие определенно-положительной функ-

ции Ф, которой доставляется минимум при управлении 
0  и скорость убывания которой при таком управлении 

вдоль интегральных кривых уравнений управляемого 
движения постоянна, достаточно [1] для принятия управ-
ления 0  в качестве оптимального по быстродействию в 
переходном процессе (в данном случае по расходу запа-
са q характеристической скорости)1. 

Условие (2.12) с точки зрения физического смыс-
ла накладываемых требований на протекание управляе-
мого процесса прозрачно. Однако непосредственное ис-
пользование записи (2.12) для выявление свойств управ-

1Однако, чтобы этот известный [1] факт сформулировать в более привычном виде, можно переписать условие (2.12) в виде урав-

нений Понтрягина, допустимо считать, что минимум (2.11) функции W достигается во внутренней точке области изменения управ-

ляющего воздействия. Действительно, так как  – единичный вектор, то посредством представления его углами ( , ) сферической 

системы координат в любом инерциальном базисе и предполагая, что данные углы дважды дифференцируемы по x, условие (2.11) 

может быть заменено уравнениями 0W W , и, так как 
0 0( , , ( , )) ( , , ( , ))

j j j j

dW q t W q t W W
dx x x x
x x x x , то в силу принято-

го предположения (2.11) о постоянстве функции W при управлении 0  будет 0( , , ( , )) 0jW q q xx x , или, что то же самое, 
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ляемого движения КО затруднительно. Поэтому времен-
но упростим задачу. На первом шаге откажемся от цели 
управляемого переходного процесса, то есть откажемся 
от необходимости достижения к моменту выключения 
основных двигателей разгонной ступени поверхности 
(2.2), и заменим ее условием

1v v .                (2.13)
Другими словами, в качестве краевых условий для 

управляемого движения КО примем необходимость обе-
спечения заданной скорости 1v  его бросания на момент 
времени t

1
 выключения ДУ. Рассмотрим функцию Ф вида

1v p ,                (2.14)
для которой справедливы частные производные

1

0; ; 0r p sv p
r p s

.

Гамильтониан (S1.1) при таком выборе функции 
Ляпунова Ф примет вид 

1

1 ,H v p . Так что, по-

лагая 
1

0 v p ,              (2.15)

получим искомое управление для краевого условия (2.13). 
Управление (2.15) будет оптимально по расходу запаса 
характеристической скорости q при движении с нерегу-
лируемой тягой всегда, как только мы определили требу-
емую итоговую скорость бросания (2.13). При этом пока 
неважно, попадет ли местоположение 1

1( )tr r  космиче-

ского объекта на поверхность (2.2) к моменту времени t
1 

выключения ДУ.
Рассмотрим скорость вращения направления век-

тора тяги разгонной ступени в абсолютном простран-
стве при управлении (2.15), дифференцируя уравнение 
(2.15) по времени на траектории управляемого движения 
(2.7). Так как 0p , получим

01; 0 .               (2.16)
В итоге сам вектор управления 0  окажется посто-

янным в абсолютном пространстве, а функция Ф по свое-
му значению будет равна требуемому минимальному запа-
су характеристической скорости космического объекта, 
необходимому для выполнения краевых условий (2.13). 

Как было отмечено выше, этот вывод не зависит от 
того, находится ли вектор 1

1( )tr r  на поверхности (2.2) 
или нет, и справедлив исключительно в силу самого вида 
записи краевых условий в виде (2.13). Другими словами, 
выводы (2.16) останутся справедливы и в тех частных слу-
чаях, когда краевые условия (2.2) окажутся выполненными.

Момент времени начала маневрирования в дан-
ной работе считается заданным. Вместе с тем оптими-
зация времени начала маневра не изменяет основных 
свойств оптимального переходного процесса (2.16).

Направление 0  вектора разгонной тяги КО являет-
ся оптимальным не только с точки зрения движения цен-
тра масс, но также и с позиций вращательно-
поступательного движения КО в целом. Действительно до-

2

0k
k

k kj k j k j

xx
q x x x x x

. Последнее уравнение вдоль интегральных кривых уравнений управляемого движения можно пере-

писать иначе 
1

0
n

k

kj k j

xd
dq x x x

 . Если предположить далее, что траектория 0x  реализуется при оптимальном управлении 

0  и доставляет минимум расходу характеристической скорости, то, полагая на этой траектории x и вводя в рассмо-

трение гамильтониан 1 k k
k

H x , непосредственно получаем канонический вид уравнений управляемого движения (2.7), 

j jx H , j jH x  В ранее принятых обозначениях введённый гамильтониан Н примет вид

 zU1 11 ( , ) ( , ) ,r p sH
G G

p s
r

                     (S1.1)

и достигнет наименьшего своего значения при управлении 0 p p . Одновременно сопряженные переменные удовлетворят 

равенствам ; ;r p sr p s .

Если поверхность (2.2) не обеспечивает наличие полного состава краевых условий, то недостающие из них можно определить из 

предположения обращения функции Ф(x) в нуль при q
1
=q(t

1
) на данной поверхности. По определению гладкого многообразия 

векторы ( , , )jg r p s  (2.2) линейно-независимы. Выберем некоторый вектор j , ортогональный всем этим векторам, и рассмо-

трим такую гладкую регулярную кривую ( )ux x  на поверхности этого многообразия, что 1(0)x x  и (0)ux j . Дифференцируя 

равенство ( , ( )) 0q ux  и полагая параметр u равным нулю, получим , 0x j , в силу чего вектор x является линей-

ной комбинацией векторов jg x и существуют такие константы l
j 
, что 

1

j
j

j

g
l

x x
, то есть дополнительно получаем уравне-

ния трансверсальности 
T1

1 1 1( ) ( ) ( )t t tf
p s v r

.
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пустим, что КО есть динамически осесимметричное тело и 
точка приложения реактивных сил ДУ находится на оси 
его симметрии. Предположим также, что к моменту вклю-
чения ДУ разгонной ступени выполнены условия:

• пространственная ориентация оси симметрии   
x космического объекта стабилизирована в инерциаль-
ном пространстве и совпадает с вектором 0 ;

• точка приложения разгонных усилий ДУ нахо-
дится на оси симметрии x объекта;

• направление  тяги разгонной ступени также со-
впадает с вектором 0 .

К моменту времени t
0
 включения ДУ космического 

объекта абсолютная угловая скорость  вращения полу-
связанной с баллистическим объектом системы коорди-
нат равна нулю. Одновременно сила тяги ДУ находится 
на оси симметрии x объекта, в силу чего суммарный цен-
тральный момент внешних сил также равен нулю. В этих 
условиях, в соответствии с законом об изменении мо-
мента количества движения, центральный момент внеш-
них сил и угловая скорость  вращения полусвязанной 
системы координат будут оставаться равными нулю на 
протяжении всего участка маневрирования, что гаранти-
рует отсутствие необходимости энергетических затрат 
ДУ на поддержание необходимой пространственной 
ориентации КО. Другими словами, реализация управле-
ния 0  направлением силы тяги не требует дополни-
тельных затрат топлива ДУ разгонного блока кроме тех, 
которые определены значением функции Ф, то есть син-
тезированный управляемый процесс окажется оптималь-
ным также с позиций полного вращательно-посту-
пательного движения космического объекта.

В заключение раздела отметим, что в последующем 
при построении управляемого движения космического 
объекта мы будем использовать только следующие факты:

• направление 0  вектора тяги ДУ КО постоян-
но в абсолютном пространстве;

• если существует несколько возможных управле-
ний , то есть если поверхность (2.2) не обеспечивает 
наличие полного состава краевых условий, однозначно 
описывающих цель управляемого переходного процес-
са, то среди них следует выбрать такое, при котором ре-
зультирующий расход запаса характеристической ско-
рости q минимален.

3. Формализация задачи

Запишем уравнение управляемого движения цен-
тра масс космического объекта в ньютоновом поле тяго-
тения в стандартном виде (см. сноску 1 к разделу 2)

3 G
R

r r .                 (3.1)

Допустим далее, что движение космического объ-
екта (КО) начинается в момент времени t

0
, в который ме-

стоположение r и скорость v объекта принимают соот-
ветственно значения 0 0( )tr r и 0 0( )tv v . Если через 
m обозначить массу объекта, которая к моменту времени   
t
0
 равна m

0 
, а через u – эффективную скорость истечения 

газов из сопел ДУ, то реактивное ускорение G космиче-
ского объекта запишется в виде

0 0( )
m uG

m m t t
.

Введем в рассмотрение величины, характеризую-
щие круговую траекторию с радиусом 0 0R r , используе-
мые для приведения уравнения (3.1) к безразмерному виду

0 ;V R 2
0 ;g R 02T R V , (3.2)

где V , g  и T   суть значения скорости, ускорения и 
периода обращения на данной номинальной круговой 
траектории. С использование перечисленных величин 
определим безразмерные переменные, в которых и будут 
проводиться все последующие исследования. Обозначим 
безразмерный радиус-вектор через 0Rr , а безраз-
мерную скорость через Vv . Корректность введе-
ния безразмерных векторов определяется заданием соот-
ветствующего безразмерного времени z 

02 ( )z t t T .    (3.3)

В новых переменных уравнение движения (3.1) 
перепишется в виде

3 ;G ,   (3.4)

в котором безразмерное реактивное ускорение опреде-
лена равенством 

G G g ,    (3.5)

а через  обозначена норма безразмерного 
радиус-вектора объекта. 

В соотношении (3.5), а также во всех последующих 
соотношениях штрихом обозначается оператор полного 
дифференцирования по безразмерному времени z.

Если ввести в рассмотрение безразмерную эффек-
тивную скорость u истечения газов из сопел ДУ

u u V ,     (3.6)

а также условное время выжига полной массы космиче-
ского объекта

02a m mT ,    (3.7)
то выражение (3.5) для безразмерного реактивного уско-
рения объекта запишется в виде

uG
a z

.     (3.8)

Допустим теперь, что в зависимости от решаемой 
задачи удается заранее определить полиномиальную ап-
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проксимацию величины 1/ как функцию безразмерно-
го времени z 1

3

1

1 1 i
i

i

a z .    (3.9)

Коэффициенты ia  постоянны на протяжении 
управляемого процесса, являются функциями положения 
и скорости космического объекта на время t

0
, направле-

ния вектора тяги  в инерциальном пространстве, на-
чального реактивного ускорения и удельного импульса. С 
учетом аппроксимации (3.9) уравнение управляемого 
движения центра масс космического объекта принима-
ются в виде

1

1 i
i

i

ua z
a z

.             (3.10)

Выбор коэффициентов ia  может производиться 
различными способами в зависимости от конкретной 
решаемой задачи. Вместе с тем, вспоминая основную 
тему работы, определим коэффициенты разложения ia  в 
виде ряда Тейлора по времени. С точки зрения управляе-
мого переходного процесса, протекающего за короткое 
время по сравнению с периодом обращения Т

кр
 на номи-

нальной траектории, этот выбор можно считать наилуч-
шим. Одновременно, если получаемые при таком разло-
жении результаты вычислений по каким-либо причинам 
не удовлетворяют пользователя, то всегда в соответствии 
с рассчитанной траекторией управляемого переходного 
процесса можно уточнить данные коэффициенты и при 
повторном расчете получить идеальный (по точности 
расчета) результат. 

Вместе с тем мы никогда не сталкивались в прак-
тическом моделировании с необходимостью двойного 
пересчета. Более того, запрограммировав в своих моде-
лях разложение (3.9) в виде полинома пятой степени, мы 
не разу не получали, чтобы достигаемая точность по по-
ложению за 200 с активного движения с тяговооружён-
ностью 2–6g была бы хуже десятка метров при переме-
щении космического объекта на 1000–1500 км. Эта же 
точность за 100 с активного движения не превышает 
пары десятка сантиметров. Эта “наихудшая” точность ре-
ализуется на траекториях с большими стартовыми ско-
ростями и значительными углами наклона траектории к 
моменту начала активного движения, превышающими 
60-65 градусов. По крайней мере аналогичная точность, 
достигаемая при численном интегрировании уравнений 
управляемого движения, несколько хуже. Вместе с тем, 
как будет показано впоследствии, метод расчета управле-

ния  методически отделен от характеристик условного 
движения космического объекта (КО) по пассивной 
(опорной) траектории, относительно которой произво-
дится расчет траектории управляемого движения КО. По-
этому алгоритмически выделяемая опорная траектория 
всегда может быть заменена стартовой (начальной) пас-
сивной траекторией, что позволит кардинально забыть о 
вопросе точности аппроксимации величины 1/ рядом 
(3.9). Более наглядное обсуждение этого вопроса с ис-
пользованием результатов численного моделирования 
производится в следующих работах.

Сами коэффициенты ia  будем представлять в неко-
тором специальном виде, линейно зависящем от проек-
ций управления направлением  вектора тяги ДУ космиче-
ского объекта на орты стартовой сопутствующей системы 
координат, определенной на момент времени   t

0
 начала 

активного движения. С целью уточнения данной системы 
координат введем в рассмотрение единичный вектор 0 , 
направленный вдоль радиус-вектора )( 00 trr  космиче-
ского объекта на момент времени t

0
 включения ДУ

0 0 0Rr .                (3.11)

На время t
0
 безразмерное время z равно нулю, и 

единичный вектор 0  совпадет с вектором безразмерно-
го положения (0). 

Обозначение 0  дублируют обозначение (0) и 
введено исключительно с целью унификации системы 
обозначений данной работы с обозначениями, использу-
емыми нами на кеплеровой дуге. 

Введем в рассмотрение вектор 0c , направленный 
вдоль вектора момента количества движения центра масс 
космического объекта на стартовой траектории и, как 
следствие, определенный на время t

0

0 [ (0) (0)] [ (0) (0)]c .             (3.12)
Дополнительно будем использовать единичный 

вектор местного горизонта 

0 0 0[ ]Q c ,               (3.13)
дополняющий выписанные выше векторы до правой 

тройки. 
Считая (в соответствии с выводами раздела 2) на-

правление вектора тяги  космического объекта постоян-
ным в абсолютном пространстве, определим координаты  
, 1,2,3i i , соотношением

030201 cQ .              (3.14)
В соответствии с введенным обозначением разло-

жим коэффициенты ka  в ряд по координатам 
i

1Для другой модели поля тяготения левая часть уравнения (3.9) изменится. Однако вид правой части этого уравнения останется 
неизменным, что и позволяет говорить о применимости методики для любой модели поля тяготения Земли.
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3 3
(0) ( ) ( , )

1 , 1

i i j
k k k i k i j

i i j

a a a a             (3.15)

Коэффициенты разложения ( )i
ka  и ( , )i j

ka  являются 
константами, характеризуют параметры ДУ объекта и 
стартовую траекторию начала активного движения, не 
зависят от времени z и вектора управления .

Квадратичные формы ( , )i j
k i ja  в представлении 

(3.15) коэффициентов ka  присутствуют при k 4 и явля-
ются пренебрежимо малыми величинами по сравнению 
с вкладом ДУ в изменение траектории движения косми-
ческого объекта. 

Действительно, основной вклад тяги ДУ в измене-
ние положения и скорости вносится посредством правой 
части уравнения (3.1). Следующий по значимости вклад 
воздействия ДУ на изменение траектории движения КО 
вносится посредством её работы на уже трансформиро-
ванной в предыдущее время траектории активного дви-
жения, то есть за счёт влияния коэффициентов  
( ) , 1 3i
na i . Вклад коэффициентов ( , )i j

ka  выявляется лишь 
с учетом четвертой производной от нормы радиус-
вектора в разложении (3.9).

Более подробное рассмотрение вопроса приме-
нимости разложения (3.15) коэффициентов  ka  произво-
дится в следующих работах. Там же будут выписаны реко-
мендуемые для использования при практическом моде-
лировании уравнения для расчета задействованных в 
правой части уравнений (3.15) коэффициентов )(~ i

ka . До-
полнительно будет представлен минимальный набор 
графиков, позволяющих оценить область применения 
представления (3.15).

Как будет показано в следующих работах, подме-
на рабочего поля тяготения сферически-однородным 
полем позволяет полностью отказаться от необходимо-
сти численного интегрирования уравнений управляе-
мого движения. При этом будут выписаны простые 
уравнения, позволяющие по заданному вектору требуе-

мой скорости   1v  к моменту t
1
 окончания очередного 

активного участка непосредственно получать соответ-
ствующий вектор положения 1r .

Формально уравнения управляемого движения 
(2.7) в размерных переменных преобретут вид

03 3/2
10 0

; ;

1 1 ( ) ; 1,
k

k
k

k

G

a t t q
G R R

p sr p

s r       (3.16)

для которых остаются справедливыми определения (2.3) 
и (2.4) входящих в него векторов. При задании краевых 
условий в промежуточном виде (2.13) структура функции   

1v p  (2.17) остается неизменной, в силу чего для 
сопряженных переменных останутся справедливыми ра-
венства 0s r , 

1
p v p , и, конечно, останутся 

справедливыми выводы (2.15) и (2.16).

Выводы

В работе раскрыта постановка задачи по созда-
нию эффективного метода имитационного моделирова-
ния управляемого движения космических объектов с не-
регулируемой тягой, целью маневрирования которых яв-
ляется изменение не более трех независимых интегралов 
движения начальной (стартовой) траектории. 

Методика синтеза управляемого движения косми-
ческого объекта разрабатывается посредством незначи-
тельной замены поля тяготения на участке активного их 
движения, что в итоге позволяет синтезировать искомый 
управляемый процесс в конечном аналитическом виде. 

Дано общее теоретическое обоснование методики 
с точки зрения оптимальности синтезируемых управляе-
мых процессов по времени работы ДУ. Второй раздел мо-
жет служить дополнительным обоснованием известного 
метода наведения по вектору требуемой скорости.
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