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Введение

При испытаниях, эксплуатации и совер-
шенствовании технических систем (ТС) народно-
хозяйственного и военного назначения возникают за-
дачи анализа и контроля соответствия требованиям и 
(или) изменения (улучшения) характеристик ТС. Ха-
рактеристики ТС в общем случае являются случайными, 
при этом часто имеют нормальное распределение. По-
этому для контроля случайных характеристик (СХ) ис-
пользуются статистические методы обработки резуль-
татов измерений характеристик (выборок) при функ-
ционировании образцов ТС и методы проверки гипотез 
по одной или двум выборкам. 

Существующие методы проверки гипотез о нор-
мальных СХ ТС основаны на определении точечных оце-
нок математического ожидания (МО) и дисперсии по ме-
тоду максимального правдоподобия (ММП). Полученные 
оценки параметров распределения по выборкам сравни-

ваются с требуемыми значениями или между выборками 
с использованием различных критериев. Такие критерии 
обоснованы только при соответствии параметров рас-
пределения требуемым значениям или при совпадении 
параметров в выборках.

Однако ряд задач контроля характеристик ТС 
нельзя решить только на основе точечных оценок пара-
метров распределения. Для достоверного контроля ха-
рактеристик ТС по экспериментальным данным в общем 
случае необходимо иметь плотности вероятностей (ПВ) 
оценок параметров распределения СХ. Такие ПВ можно 
построить по методу несмещенных оценок (МНО) [5]. 
Далее предлагаются новые способы контроля характери-
стик ТС, имеющих нормальное распределение, по одной 
или двум выборкам на основе использования МНО. При 
этом, как будет показано, для решения задач контроля СХ 
не требуется определять точечные оценки параметров 
распределения СХ. 
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1. Формы представления случайных 
характеристик ТС с нормальным распределением

Характеристики Х ТС и их подсистем (кинема-
тические, энергетические, прочностные, электрические 
и др.) обычно являются случайными и имеют нормаль-
ное распределение. При этом плотность вероятностей 
(ПВ) характеристик представляется в виде зависимости 
от математического ожидания (МО) М и дисперсии D или 
среднеквадратического отклонения (СКО) , которые яв-
ляются мерой рассеивания 

0,5 0,5 1 2
1( , , ) (2π) exp 0,5 ( )f x M D D D x M ,

D>0;      (1)
0,5 1 2 2

2 ( , ,σ) (2π) σ exp 0,5σ ( )f x M x M , 

>0.       (2)
Модель ПВ характеристик можно также предста-

вить в виде функции от показателя сосредоточенности 
распределения, обратного СКО [2, 4]. Введем в рассмотре-
ние показатель компактности (кучности) распределения 
(ПКР) Q = –1. При этом ПВ нормального распределения 
характеристик ТС имеет вид

0,5 2 2
3( , , ) (2π) exp 0,5 ( ) ,f x M Q Q Q x M   Q>0. (3)

Формы (1)–(3) представления ПВ случайных 
характеристик ТС при известных параметрах D=2 и 
Q=–1 совпадают. Однако если параметры распределе-
ния неизвестны, то результаты статистического оцени-
вания характеристик ТС в виде распределений (1)–(3) 
по экспериментальным данным получаются разные, что 
показано в работе [4].

2. Классические методы сравнения параметров 
распределения по двум выборкам

Параметры распределения СХ ТС обычно неизвест-
ны, поэтому они оцениваются статистическими методами. 
Контроль характеристик ТС по 2 выборкам проводится на 
основе методов проверки гипотез [1–3]. Для этого выдви-
гается основная гипотеза Н0, что параметры распределе-
ния в выборках совпадают. Для проверки гипотезы задает-
ся уровень значимости [0,01; 0,10]. В настоящее время 
контроль характеристик ТС производится на основе срав-
нения точечных оценок МО и дисперсий, полученных по 
выборкам по ММП. Рассмотрим 2 выборки значений ха-
рактеристик ТС x1

i
, i = 1,…, n1, и x2

i
, i = 1,…, n2. По ним вы-

числяются несмещенные оценки средних значений и дис-
персий по зависимостям [1, 3]

1 2
1 1

1 2
1 1

1 1 ; 2 2 ;
n n

i i
i i

M n x M n x   (4)

1
1 2

1 1
1

( 1 1) ( 1 ) ;
n

i
i

D n x M
  (5)

2
1 2

2 2
1

( 2 1) ( 2 ) .
n

i
i

D n x M

Сравнение средних значений (4) осуществляется 
на основе статистики [1, 3]

1 2t M M  

 11 1
1 2

0.51 2 1 2 1 2 2n D n D n n n n .(6)

При нормальном распределении СХ и совпадении 
параметров распределения в выборках статистика (6) 
имеет распределение Стьюдента, зависящее от числа сте-
пеней свободы k = n1 + n2 – 2 [1, 3]. На основе этой стати-
стики можно проверить гипотезу о совпадении средних 
значений в выборках. Для этого по таблице распределе-
ния Стьюдента при заданном уровне значимости  опре-
деляется критическое значение показателя tКР = t(1–; k). 
Если полученное значение (6) | t |  tКР, то гипотеза прини-
мается, то есть признается, что средние значения харак-
теристик ТС в выборках совпадают.

Сравнение дисперсий характеристик ТС в выбор-
ках производится на основе отношения большей диспер-
сии (5) к меньшей. Если D1 > D2, то используется показа-
тель [1, 3] 

1 2/ .F D D     (7)

При нормальном распределении характеристик ТС 
и совпадении параметров распределения в выборках ста-
тистика (7) имеет F-распределение Фишера-Снедекора, 
зависящее от числа степеней свободы k1=n1–1 и k2=n2–1 
[1, 3]. Для проверки гипотезы о равенстве дисперсий в вы-
борках по таблице F-распределения при заданном уров-
не значимости  определяется критическое значение по-
казателя FКР = F(; k1; k2). Если полученное значение (7) 
FFКР, то гипотеза принимается, то есть признается, что 
дисперсии характеристик ТС в выборках совпадают. 

3. Построение плотности вероятностей оценок 
параметров распределения случайных 

характеристик ТС по экспериментальным данным

Для достоверного контроля СХ ТС по эксперимен-
тальным данным необходимо иметь ПВ оценок параме-
тров распределения (ПР) СХ. На основе ПВ можно опре-
делить как вероятности отклонений ПР СХ ТС от требуе-
мых значений, так и вероятности несовпадения ПР СХ в 
выборках и решить различные задачи контроля характе-
ристик ТС на вероятностном уровне. 

ПВ оценок параметров распределения можно 
построить по методу несмещенных оценок (МНО) [5]. 
Рассмотрим выборку реализаций характеристики ТС 
x

i
, i=1,…,n. Известно, что характеристика ТС имеет нор-

мальное распределение с неизвестными параметра-
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ми, ПВ которого может быть представлена в различных 
формах (1)–(3). Для сокращения записей обозначим па-
раметры распределения D,  и Q в общем виде R и введем 
обозначение f(x,M,R) для ПВ. Возможные оценки параме-
тров М, , Q и R обозначим в виде m, s, q и r соответствен-
но. При принятых обозначениях ПВ оценок параметров 
М и R как случайных величин согласно МНО строится по 
выборке последовательно по зависимостям

1
( , ) ( , , );

n

i
i

g m r f x m r    (8)

0

( , ) ;k g m r dmdr    (9)

1( , ) ( , ),f m r k g m r    (10)

где f(x
i
, m, r) – ПВ (1), (2) или (3) при значениях {x

i
} и за-

мене МО М и соответствующего параметра R на их воз-
можные оценки m и r. 

На основе ПВ f(m, r) (10) можно построить авто-
номные ПВ оценок параметров распределения как ком-
понентов случайного вектора

0

( ) ( , ) ;f m f m r dr   ( ) ( , ) .f r f m r dm  (11)

По формулам (10) и (11) в зависимости от формы 
ПВ характеристик ТС получаются ПВ f(m, d), f(m, s) или 
f(m, q) оценок параметров МО и дисперсии, СКО или ПКР, 
а также автономные ПВ  f(m), f(d), f(s) или f(q) оценок этих 
параметров. ПВ (10) и (11) являются исчерпывающими 
характеристиками оценок параметров распределения ха-
рактеристик ТС как случайных векторов и случайных ве-
личин. На основе таких ПВ можно осуществить как точеч-
ное, так и интервальное оценивание неизвестных ПР как 
первых моментов распределения. Зависимости для несме-
щенных оценок параметров приведены в работах [4, 5]. 

4. Контроль параметров распределения 
характеристик ТС по МНО по одной выборке

На основе ПВ оценок ПР характеристик ТС, по-
строенных по МНО, можно осуществить контроль со-
ответствия характеристик ТС требуемым значениям на 
основе методов проверки гипотез. При этом в качестве 
основной выдвигается гипотеза, что параметры распре-
деления соответствуют требованиям. 

4.1. Контроль математического ожидания 
характеристик ТС 

Рассмотрим результаты наблюдений в виде реали-
заций СХ ТС x

i
, i = 1,…,n. По этим значениям по зависи-

мостям (8)-(11) строится автономная ПВ f(m) оценок МО 
распределения СХ. Если заданы требования МТР к МО СХ 

ТС, то на основе этой ПВ можно определить вероятности 
отклонения МО от требуемого значения по зависимостям

ТР

1 ТРВер( ) ( ) ;
M

B M M f m dm   (12)

2 ТР 1Вер( ) ( ) 1 .
ТРM

B M M f m dm B   (13)

Определяется максимальное значение вероятно-
сти Bmax = max[B1; B2]. Решение о МО СХ при заданном 
уровне значимости  принимается по правилу:

      Bmax ≤ 1 – α; 
 Bmax > 1 – α. (14)

4.2. Контроль среднеквадратического 
отклонения характеристик ТС 

На основе построенных по зависимостям (8)-(11) 
ПВ оценок дисперсии, СКО или ПКР можно решить раз-
личные задачи контроля степени отклонений параметров 
распределения от требуемых значений. Обычно задаются 
требования к СКО характеристик ТР. Если построена ПВ 
f(s) оценок СКО, то вероятность, что СКО СХ не превышает 
требуемого значения, вычисляется по зависимости

ТРσ

0 ТР
0

Вер(σ σ ) (s) .B f ds   (15)

Решение при заданном уровне значимости  при-
нимается по правилу: СКО СХ соответствуют требова-
нию, если 

B0 > α.      (16)

4.3. Контроль совместного отклонения 
математического ожидания и СКО 

характеристик ТС от требуемых значений

Если построена ПВ f(m,s) распределения вектора 
оценок МО и СКО СХ ТС, то можно определить вероят-
ность совместного отклонения параметров распределе-
ния от требуемых значений. Например, вероятность того, 
что МО и СКО не превышают требуемых значений МТР и 
ТР, вычисляется по зависимости 

ТР ТРσ

ТР ТР
0

Вер( ;σ σ ) ( , ) .
M

M M f m s dmds  (17)

Аналогично можно определить вероятности при 
других вариантах сравнения параметров с требовани-
ями к ним. На основе вероятностей (17) можно решить 
различные задачи контроля соответствия вектора пара-
метров распределения СХ ТС требованиям. Если по зави-
симости (17) определить максимальную вероятность B0, 
что МО и СКО соответствуют требуемым значениям, то 
для обоснования решения используется правило (16).

Следует заметить, что при принятии окончатель-
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ного решения о МО или СКО следует учитывать величину 
вероятностей (12), (13), (15) или (17), которые отражают 
степень достоверности принимаемых решений. 

5. Контроль параметров распределения 
характеристик ТС по МНО по двум выборкам

Контроль характеристик ТС обычно осуществля-
ется на основе выдвижения основной гипотезы, что пара-
метры распределения характеристик в выборках совпа-
дают, которая проверяется при заданном уровне значи-
мости . 

5.1. Контроль математического ожидания 
характеристик ТС 

Рассмотрим 2 выборки, при которых получены ре-
ализации характеристик ТС x1

i
, i = 1,…, n1, и x2i, i = 1,…, n2. 

По этим данным по зависимостям (8)-(11) строятся авто-
номные ПВ оценок математического ожидания f1(m1) и 
f2(m2) СХ по каждой выборке. На их основе определяют-
ся вероятности несовпадения МО характеристик ТС М1 и 
М2 в выборках по зависимостям

12 1 2
2

Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2;
m

B M M f m f m dm dm (18)

2

21 1 2Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2;
m

B M M f m f m dm dm (19)

B21 = 1 −  B12;  Bmax = max [B12; B21].  (20)

При совпадении МО вероятности Bmax=B12=B21= 
=0,50. При полном различии МО вероятности B12 и B21 
стремятся к 0 или 1, а Bmax = 1. На основе вероятностей 
(18)–(20) при заданном уровне значимости  решение о 
совпадении МО характеристик ТС в выборках принима-
ется по правилу:
МО в выборках совпадают, если       Bmax1–;
МО в выборках не совпадают, если  Bmax>1–;
МО характеристики в 1-й выборке выше (или ниже), 
чем во 2-й выборке, если                   B12 (или B21)>1–.

(21)

 
5.2. Контроль показателей 

отклонений характеристик ТС 
от математического ожидания

Случайную характеристику ТС с нормальным рас-
пределением можно описать в виде одной из форм (1)-
(3). Обозначим, как в п. 3, показатели возможных откло-
нений (ПВО) СХ: дисперсию D, СКО  или ПКР Q в общем 
виде R. Рассмотрим 2 выборки, на основе которых по за-
висимостям (8)–(11) построены автономные ПВ оценок 
r ПВО R: f1(r1) и f2(r2). На основе этих ПВ можно оце-
нить степень различия характеристик ТС по 2 выборкам 
по зависимостям 

12 1 2
0 2

Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2;
r

B R R f r f r dr dr  (22)

2

21 1 2
0 0

Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2;
r

B R R f r f r dr dr  (23)

B21 = 1−B12;  Bmax = max [B12; B21].   (24)
При совпадении ПВО вероятности Bmax=B12=B21= 

=0,50. При полном различии ПВО вероятности B12 и B21 
стремятся к 0 или 1, а Bmax=1. Имея вероятности (22)–
(24), можно обосновать решение о совпадении или несо-
впадении ПВО характеристик ТС в выборках по правилу, 
аналогичному (21). 

Отметим, что при окончательном решении о па-
раметрах распределения СХ ТС по двум выборкам це-
лесообразно учитывать непосредственно вероятности 
(18)–(20) и (22)–(24), которые отражают степень досто-
верности принимаемых решений. 

5.3. Контроль совпадения вектора параметров 
распределения характеристик ТС 

по двум выборкам

Если построена ПВ распределения вектора оце-
нок МО и ПВО СХ ТС f1(m1,r1) и f2(m2,r2) по первой и 
второй выборке, то имеется возможность оценить веро-
ятность совместного отклонения параметров распреде-
ления в этих выборках. Например, вероятность того, что 
параметры распределения в 1-й выборке не превышают 
соответствующих параметров во 2-й выборке, вычисля-
ется по зависимости 

1 2 1 2
2 2

0 0

Вер( ; )

1( 1, 1) 2( 2, 2) 1 1 2 2.
r m

M M R R

f m r f m r dm dr dm dr  (25)

Аналогично можно определить вероятности дру-
гих вариантов сравнения параметров распределения СХ 
ТС. Отметим, что при совпадении распределений СХ в 
выборках вероятности (25) равны 0,25. При полном раз-
личии параметров распределения вероятности (25) при 
различных вариантах сравнения равны или 0, или 1. На 
основе вероятностей несовпадения параметров распре-
деления СХ, вычисляемых по зависимостям, аналогич-
ным (25), можно проверить различные гипотезы о ха-
рактеристиках ТС в выборках. 

Основным достоинством изложенных в п. 3-5 спо-
собов в отличие от классических методов проверки ги-
потез является то, что они позволяют непосредственно 
определить вероятности отклонений параметров рас-
пределения характеристик ТС от требуемых значений 
или вероятности несовпадения параметров в выборках. 
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Следует отметить, что классические методы провер-
ки гипотез при ограниченных уровнях значимости 0,10 
всегда отдают предпочтение основной выдвигаемой гипо-
тезе. Если выдвинуть альтернативную гипотезу, то с высо-
кой вероятностью она также может быть подтверждена. 
Поэтому при обосновании решения о характеристиках ТС 
целесообразно не выдвигать заранее какую-либо гипотезу, 
а основываться непосредственно на вероятностях, вычис-
ляемых по зависимостям (18)–(20) и (22)–(24).

6. Демонстрация способов на примере 
контроля точности и кучности стрельбы

баллистических ракет 

6.1. Постановка задачи контроля отклонений 
боевых блоков от цели 

Для проверки работоспособности и точности из-
ложенных выше способов рассмотрим задачу контро-
ля точности и кучности стрельбы баллистических ракет 
(БР). Допустим, что при пусках БР получены отклонения 

боевых блоков (ББ) от цели по дальности, приведенные в 
условных единицах в табл. 1. 

Предполагается, что отклонения ББ от цели имеют 
нормальное распределение. Известно, что после 7-го ис-
пытания проведена модернизация БР. Необходимо про-
верить, повлияла ли модернизация на показатели точно-
сти и кучности стрельбы. Для этого выдвигается основ-
ная гипотеза Н0, что показатели не изменились, и прове-
ряется при уровне значимости  = 0,10. 

Для решения задачи используем способы, из-
ложенные в пп. 2 и 5. Одновременно проведем сравне-
ние результатов решения задачи при различных формах 
представления нормального распределения СХ, пред-
ставленных в п. 1. 

6.2. Контроль показателей отклонений 
ББ от цели существующими способами

Существующие способы, см. п. 2, предназначены 
для проверки нулевых гипотез, что средние значения и 
дисперсии характеристик ТС в выборках не изменились. 
Рассмотрим 2 выборки отклонений {

i
}, приведенных в 

табл. 1: первая при i = 1,…,7 объемом n1 = 7 и вторая при 
i= 8,…,n объемом n2 = 8. На основе данных табл. 1 по за-
висимостям (4) и (5) вычислим средние значения и дис-
персии в выборках

1 1 2 20,291; 3,862; 0,601; 1,411.M D M D  (26)

На основе средних значений (26) по зависимости 
(6) определяется показатель t=1,005. По таблице распре-
деления Стьюдента [1, 3] при k=13 и =1–=0,90 находим 
критическое значение показателя tКР =1,77. Так как t<tКР, то 
следует считать, что средние значения отклонений ББ от 
цели до и после модернизации совпадают.

По зависимости (7) на основе дисперсий (26) 
вычисляется показатель F=D1/D2 = 2,737. К сожале-
нию, в таблице распределения Фишера-Снедекора [1, 
3] значения для =0,10 отсутствуют, приведены дан-
ные только для =0,05. При этом значении  по табли-
це F-распределения при k1=6 и k2=7 находим критиче-
ское значение показателя FКР=3,87. Так как F<FКР, то сле-
дует признать, что дисперсия отклонений ББ от цели по-
сле модернизации не изменилась. 

Таким образом, существующие методы подтверж-
дают гипотезу, что параметры распределения СХ ТС до и 
после модернизации совпадают.

6.3. Контроль отклонений ББ от цели 
по способу п. 5 при плотности 

вероятностей отклонений в форме (1) 

А. Построение плотности вероятностей оце-

нок параметров распределения отклонений ББ. ПВ 
оценок МО и дисперсии отклонений ББ от цели до и по-
сле модернизации строятся по зависимостям (8)–(11) 
по двум выборкам: для испытаний с номерами с 1-го по 
7-й и с 8-го по 15-й. Анализ показал, что ПВ оценок дис-
персии имеет очень длинный «хвост». Для обеспечения 
оперативности и достаточной точности интегрирова-
ние по зависимостям (8)–(11) осуществлялось в  преде-
лах m[-4; 4], d[0,1; 200–300]. ПВ для модели распреде-
ления отклонений (1) показаны на рис. 1 и 2.

Номера пусков, i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Отклонения от цели, 
i

1,53 -1,05 -2,27 -2,68 -1,12 1,31 2,24 -0,17 -0,25 -0,43 1,66 2,18 0,26 2,14 -0,58

Таблица 1
Отклонения боевых блоков (ББ) от цели по дальности

0,04
0,02

0

d

( , )f m d

m

Рис. 1. Общий вид ПВ оценок МО и дисперсии 
по 1-й выборке
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Б. Сравнение математических ожиданий откло-

нений ББ от цели. Из рис. 2а видно, что после модерни-
зации МО отклонений от цели могло измениться. Веро-
ятность того, что МО отклонений во 2-й выборке выше, 
нежели в 1-й, вычисляется по зависимости (19) с учетом 
ПВ, показанных на рис. 2,а

4 2

2 1
4 4

Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2 0,766.
m

M M f m f m dm dm (27)

По правилу (21) при заданном уровне значимости 
=0,10 следует считать, что МО не изменилось. 

В. Сравнение дисперсий отклонений ББ от цели. 
Из рис. 2б видно, что после модернизации дисперсия от-
клонений от цели заметно снизилась. Вероятность этого 
вычисляется по зависимости (22) с учетом ПВ, показан-
ных на рис. 2,б

200 300

2 1
0.1 2

Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2 0,857.
d

D D f d f d dd dd (28)

По правилу, аналогичному (21), при заданном 
уровне значимости  следует считать, что дисперсия по-
сле модернизации не изменилась. 

Г. Совместное сравнение параметров отклоне-

ний ББ от цели. На основе ПВ вектора оценок МО и дис-
персии f1(m1, d1) и  f2(m2, d2), построенных по выбор-
кам, можно определить вероятность несовпадения обоих 
ПР отклонений ББ по зависимости (25). Например, веро-
ятность неравенств МО М1М2 и дисперсий D1D2 равна

200 4 300 2

1 2 1 2
0.1 4 2

Вер( ; ) 1( 1, 1) .

2( 2, 2) 1 d1 2 d2 0,660.

m

d

M M D D f m d

f m d dm d dm d
 

(29)

По правилу, аналогичному (21), следует признать, 
что параметры распределения отклонений ББ от цели 

после модернизации существенно не изменились. Следу-
ет, однако, отметить, что при обосновании окончатель-
ного решения о точности и кучности стрельбы БР сле-
дует учесть вероятности (27)-(29), которые имеет значи-
тельный уровень. 

6.4. Контроль отклонений ББ от цели 
по способу п. 5 при плотности 

вероятностей отклонений в форме (2) 

А. Построение плотности вероятностей оценок 

МО и СКО. ПВ оценок МО и СКО отклонений ББ от цели 

строятся по выборкам аналогично п. 6.3.А. Они показаны 
на рис. 3 и 4.

Б. Сравнение математических ожиданий откло-

нений ББ от цели. Из рис. 4а видно, что после модерни-
зации МО отклонений ББ от цели могло повыситься. Ве-
роятность этого вычисляется по зависимости (19) с уче-
том ПВ, показанных на рис. 4,а

4 2

2 1
4 4

Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2 0,802.
m

M M f m f m dm dm (30)

По правилу (21) при заданном уровне значимости 
 следует считать, что МО не изменилось. 

 4 3 2 1 0 1 2 3 4
0

0.2

0.4

0.6

0.80,8

0,6

0,4

0,2

a
m

( )f m

Рис. 2.Автономные ПВ оценок а – МО и б – дисперсии: 
по 1-й выборке (сплошная) и по 2-й выборке (пунктирная)

0 5 10 15 20 25 30
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0

0,1

0, 2

0,3

0, 4

d

( )f d
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0

0.1

0.2
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0.4

0

0,1
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0,3

0, 4

d

( )f d

 

0,1
0,2( , )f m s

s

Рис. 3. Общий вид ПВ оценок МО и СКО по 1-й выборке

 3 2 1 0 1 2 3
0

0.2
0.4
0.6
0.8

11,0
0,8
0,6

0,2

0,4

m

( )f m

а

Рис. 4. Автономные ПВ оценок а – МО и б – СКО:
 по 1-й выборке (сплошная) и по 2-й выборке (пунктирная)



24

Д В О Й Н Ы Е  Т Е Х Н О Л О Г И И   №4 (69)  2014

В. Сравнение среднеквадратических отклонений 

ББ от цели. Из рис. 4,б видно, что после модернизации 
СКО отклонений ББ от цели заметно снизилось. Вероят-
ность этого вычисляется по зависимости (22) с учетом 
ПВ, показанных на рис. 4,б:

10 10

2 1
0.1 2

Вер(σ σ ) 1( 1) 2( 2) 1 2 0,873.
d

f s f s ds ds  (31)

По правилу, аналогичному (21), при заданном 
уровне значимости  следует считать, что после модер-
низации СКО не изменилось. 

Г. Совместное сравнение параметров отклоне-

ний ББ от цели. На основе ПВ вектора оценок МО и СКО 
f1(m1, s1) и f2(m2, s2), построенных по выборкам, опре-
деляется вероятность несовпадения обоих ПР отклоне-
ний ББ по зависимости (25). Например, вероятность не-
равенств МО М1  М2 и СКО 1  2 равна

10 4 10 2

1 2 1 2
0.1 4 2

Вер( ;σ σ ) 1( 1,s1)

2( 2,s2) 1 1 2 2 0,704.

m

s

M M f m

f m dm ds dm ds  (32)

По правилу, аналогичному (21), следует признать, 
что параметры распределения отклонений ББ от цели 
после модернизации существенно не изменились. Одна-
ко при окончательном решении о точности и кучности 
стрельбы БР следует учесть, что вероятности (30)–(32) 
имеют высокий уровень. 

6.5. Контроль отклонений ББ от цели по способу 
п.5 при плотности вероятностей отклонений 

в форме  (3) 

А. Построение плотности вероятностей оценок 

параметров распределения. ПВ оценок МО и ПКР откло-
нений ББ по выборкам строится аналогично п. 6.3.А. По-
строенные ПВ для модели распределения отклонений (3) 
показаны на рис. 5 и 6.

Б. Сравнение математических ожиданий откло-

нений ББ от цели. Из рис. 6,а видно, что после модерни-
зации МО отклонений ББ от цели могло возрасти. Веро-
ятность этого вычисляется по зависимости (19) с учетом 
ПВ, показанных на рис. 6,а:

4 2

2 1
4 4

Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2 0,846.
m

M M f m f m dm dm (33)

По правилу (21) при заданном уровне значимости 
 следует считать, что МО не изменилось. 

В. Сравнение показателей компактности рас-

пределения отклонений ББ от цели. Из рис. 6,б видно, 
что после модернизации ПКР заметно возрос. Вероят-
ность этого вычисляется по зависимости (23) с учетом 
ПВ, показанных на рис. 6,б

23

2 1
0.01 0.01

Вер( ) 1( 1) 2( 2) 1 2 0,905.
q

Q Q f q f q dq dq (34)

По правилу (21) при заданном уровне значимости 
 следует считать, что показатель компактности распре-
деления изменился (стал выше), то есть кучность стрель-
бы БР после модернизации повысилась. 

Г. Совместное сравнение показателей отклоне-

ний ББ от цели. На основе ПВ вектора оценок МО и ПКР 
f1(m1, q1) и f2(m2, q2), построенных по выборкам, мож-
но определить вероятность несовпадения обоих пара-
метров распределения отклонений ББ по зависимости 
(25). Например, вероятность неравенств МО М1 М2 и 
ПКР Q1 Q2 равна

q m

M M Q Q f m q

f m q dm dq dm dq
 
 (35)

По правилу, аналогичному (21), следует признать, 
что параметры распределения отклонений ББ после мо-
дернизации существенно не изменились. Однако при 
окончательном решении о точности и кучности стрель-
бы БР необходимо учесть, что вероятности (33)–(35) 
имеют высокий уровень. 
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Рис. 5. Общий вид ПВ оценок МО и показателя
 компактности распределения  по 1-й выборке
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Рис. 6. Автономные ПВ оценок а – МО и б – ПКР:
 по 1-й выборке (сплошная) и по 2-й выборке (пунктирная)
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6.6. Сравнение способов контроля параметров 
распределения отклонений ББ от цели 

по двум выборкам

Приведенные выше примеры свидетельствуют, 
что для контроля случайных характеристик ТС по выбор-
кам можно использовать как классические методы, осно-
ванные на сравнении оценок МО и дисперсий [1, 3], так и 
новые способы на основе применения МНО при различ-
ных формах представления ПВ распределения характе-
ристик ТС (1)-(3). Для выбора рационального способа 
контроля СХ ТС по 2 выборкам в табл. 2 приведены дан-
ные о результатах решения задачи, поставленной в п. 6.1, 
различными способами. В табл. 2 дисперсия, СКО или 
ПКР обозначены в общем виде как показатели возмож-
ных отклонений (ПВО) R. Знак   означает «лучше»: мень-
ше для дисперсии и СКО и больше для ПКР.  

Из табл. 2 следует, что практически все способы 
подтверждают основные гипотезы, что параметры рас-

пределения характеристик в выборках совпадают. Одна-
ко вероятности несовпадения ПР, полученные по МНО, 
имеют значимый уровень, которым нельзя пренебрегать 
при принятии окончательного решения. 

Следует особо отметить, что если выдвинуть аль-
тернативные гипотезы, что параметры распределения 
в выборках отличаются, то такие гипотезы при том же 
уровне значимости были бы приняты, так как вероятно-
сти несовпадения ПР, приведенные в табл. 2, значитель-
но выше принятого уровня значимости  = 0,10. Это под-
тверждает приведенные ранее рекомендации, что кон-
троль характеристик ТС целесообразно осуществлять на 
основе вероятностей соответствия параметров распреде-
ления СХ требованиям или вероятностей отклонений та-
ких параметров в выборках, определяемых по МНО по 
зависимостям, приведенным в пп. 3–5. 

Из табл. 2 видно, что вероятности несовпадения ПР 
в выборках заметно зависят от формы представления ПВ 

нормального распределения характеристик ТС. Наиболь-
ший уровень различия параметров достигается при ис-
пользовании формы (3) распределения. При этом основ-
ная гипотеза о совпадении ПКР отклоняется, то есть по-
казатель компактности распределения во второй выборке 
значимо выше. Анализ результатов решения аналогичных 
задач при вариациях объемов и элементов выборок по-
казал, что наибольшая точность контроля характеристик 
ТС обеспечивается при использовании ПВ распределения 
характеристик в форме (3), при которой отклонения ха-
рактеристик ТС от математического ожидания представ-
лены  показателем компактности распределения. 

Выводы

На основе проведенных исследований получены 
следующие результаты и выводы.

Показано, что плотность вероятностей нормаль-
ного распределения случайных характеристик ТС мож-

но представить в трех формах (1)-(3), параметрами кото-
рых являются дисперсия, среднеквадратическое отклоне-
ние или показатель компактности распределения, см. п. 1. 

Изложены существующие способы проверки ги-
потез о параметрах распределения характеристик ТС по 
двум выборкам, см. п. 2. 

Представлены способы построения плотности ве-
роятностей оценок параметров нормального распреде-
ления характеристик ТС по экспериментальным данным 
по методу несмещенных оценок, см. п. 3.

Обоснованы способы контроля характеристик ТС 
по одной или двум выборкам при использовании различ-
ных форм представления нормального распределения 
характеристик, см. пп. 4 и 5. 

Проведена демонстрация способов контроля ха-
рактеристик ТС по двум выборкам и показано, что наи-
большая точность контроля достигается при представ-
лении нормального распределения характеристик ТС в 

 
Способы 
сравнения 

Результаты сравнения МО и показателей R возможных отклонений ББ от цели 

Проверка гипотезы о МО Проверка гипотезы о ПВО Проверка гипотезы  
о МО и ПВО 

Вер(М2 >М1) Н0:М2 = М1  Вер(R2 R1) Н0:R2 =R1 
Вер(М2>М1; 

R2 R1) 
Н0:М2=М1;  

R 2=R1 
Классические 
способы, п. 2 -   принимается - принимается - - 

Способ п. 5 по 
МО и дисперсии 0,766 принимается 0,857 принимается 0,660 принимается 

Способ п. 5 по 
МО и СКО 0,802 принимается 0,873 принимается 0,704 принимается 

Способ п. 5 по 
МО и ПКР 0,846 принимается 0,905 отклоняется 0,753 принимается 

Таблица 2
Отклонения боевых блоков (ББ) от цели по дальности
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форме зависимости от показателя компактности распре-
деления, см. п. 6. 

Разработанные способы обеспечивают контроль 
характеристик ТС по экспериментальным данным без 
предварительного выдвижения гипотез и задания уровня 
значимости для их проверки, а только на основе анализа 

вероятностей отклонений параметров распределения ха-
рактеристик ТС от требуемых значений или вероятностей 
несовпадения этих параметров в разных выборках. В ре-
зультате повышается степень обоснованности и точность 
контроля характеристик ТС по одной или двум  выборкам. 
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