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Аннотация. В статье рассмотрена базовая математическая модель, описывающая взаимодействие 
конкурирующих систем. Проведен анализ различных вариантов развития конкуренции. Показано, 
что конкурентные взаимодействия могут приводить в одних случаях к гибели систем, в других – к их 
устойчивому сосуществованию, в третьих – к ускоряющемуся развитию. Исследованы условия, при ко-
торых происходит переход от одного режима взаимодействия к другому.

Annotation. In the article the base mathematical model, which describes interaction of competitive systems, is 
examined. The analysis of the different variants of the development of competition is carried out. It is shown that 
competitory interactions can lead in some cases to the loss of systems, in others - to their steady co-existence, in the 
third - to the accelerating development. The conditions of the passage from one regime of interaction to another 
are investigated.

Введение

Роль конкуренции в природе и обществе чрезвы-
чайно велика. В одних случаях конкуренция может спо-
собствовать прогрессивному развитию природных и со-
циальных процессов; в других случаях она может оказы-
вать деструктивное действие, приводить к гибели биоло-
гических видов, к экономическим кризисам и разруши-
тельным войнам1. Возникает вопрос: можно ли матема-
тически описать столь разные проявления конкуренции 
в рамках одной модели.

Описанию и моделированию конкурирующих со-
обществ посвящено большое количество работ (см., на-
пример, [1-4]), однако они, как правило, посвящены кон-
кретным видам конкуренции. В настоящей работе мы на 
основе базовой математической модели конкуренции 
рассмотрим различные ситуации и результаты ее про-
явления, а также установим формализованные критерии 

перехода от одной ситуации к другой. В следующих ста-
тьях мы рассмотрим и проанализируем модели конкрет-
ных социальных процессов, в которых реализуются ука-
занные базовые ситуации. 

1. Описание базовой модели

Опишем базовую модель конкуренции. Пусть име-
ется N взаимодействующих сообществ (биологических 
или социальных), причем каждое сообщество описыва-
ется вектором характеристик Х

i
 (i = 1,…,N). Тогда взаимо-

действие этих сообществ в обобщенном виде может быть 
описано системой уравнений

( ) ( , ), , 1,..., ,
N

i
i i ij i j

j i

dX A X B X X i j N
dt   (1)

где функционал А
i
(Х

i
) описывает автономное развитие со-

обществ (без учета их взаимодействия), а функционалы 
В

ij
(Х

i
, Х

j
) учитывают взаимодействие сообществ друг с дру-

1Яркие примеры дуалистичного проявления конкуренции дает экономика: с одной стороны, конкуренция считается двигателем 
экономического развития, с другой стороны, конкуренция приводит к разорению фирм, безработице, имущественному расслое-
нию и социальным взрывам.



ИНФОРМАЦИОННЫЕ  ВОЙНЫ  №2 (26) 2013

50

гом (для упрощения изложения будем рассматривать толь-
ко парное взаимодействие). Будем для упрощения считать, 
что каждое i-е сообщество описыватся только одной ха-
рактеристикой х

i
, тогда уравнение (1) приобретает вид

( ) ( , ), , 1,..., .
N

i
i i ij i j

j i

dx A x B x x i j N
dt

 (2)

Разлагая в ряд и ограничиваясь линейными и ква-
дратичными членами, из (2) получаем

1

, , 1,..., ,
N

i
i i ij i j

j

dx a x b x x i j N
dt   (3)

где а
i
 и b

ij
 – параметры модели.

Учтем специфику конкурентных взаимоотноше-
ний и рассмотрим простейший случай N=2, тогда из (3) 
имеем:

2
1 1 1 1 1 1 1 2

2
2 2 2 2 2 2 1 2

;

.

x a x b x c x x
x a x b x c x x

   (4)

Параметры а1, а2 характеризуют собственные меха-
низмы роста переменных х1 и х2 рассматриваемых сооб-
ществ (например, размножение организмов в биологиче-
ских популяциях). Параметры b1, b2 характеризуют огра-
ничения, накладываемые на рост переменных х1 и х2 (на-
пример, ограниченность имеющихся ресурсов). Параме-
тры c1, c2 характеризуют конкурентное взаимодействие 
между рассматриваемыми акторами, поэтому перед соот-
ветствующими членами в (4) стоит знак «минус»: конкури-
рующие акторы хотят подавить своего соперника и нано-
сят ущерб друг другу, поэтому их взаимодействие приво-
дит к уменьшению значений переменных как х1, так и х2 .

Наложим ограничения на знаки параметров и пе-
ременных в модели (4). Примем условия для параметров:  
а1>0, а2>0, b1>0, b2>0, а также будем интересоваться ре-
шениями в области x1>0, x2>0. 

В случае конкуренции должно выполняться усло-
вие c1>0, c2>0. Это в соответствии с (4) означает следу-
ющее: в результате конкурентного взаимодействия про-
исходит ослабление каждого актора (значения х1 и х2  
уменьшаются), что играет негативную роль. Это свойство 
конкурентной системы можно наглядно проиллюстри-
ровать с помощью ее фазового портрета [5]. Для этого 
требуется построение изоклин – линий, на которых про-
изводная по времени одной из переменных равна нулю.

Приравнивая нулю правые части (4), получаем 
следующий набор изоклин в виде четырёх прямых:

1 1 1 1 2 0a b x c x ;

2 2 2 2 1 0;a b x c x 1 0x ; 2 0x .  (5)

Первую и вторую изколины удобно записать в 
преобразованной форме

2 1 1 1 1 1/ /x a c x b c ; 2 2 2 1 2 2/ /x a b x c b . (6)

Точки пересечения любой изоклины, получен-
ной из первого уравнения (4) с любой изоклиной, полу-
ченной из второго уравнения (4) являются положениями 
равновесия. Таким образом, имеем следующие формулы 
для равновесных точек в системе:

1) начало координат ( 1 0x , 2 0x ); (7)
2) ( 1 1 1/x a b , 2 0x );   (8)
3) ( 1 0x , 2 2 2/x a b );    (9)

4) 1 2 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

,a b a c a b a c
b b c c b b c c

.   (10)

Если одна из переменных равна нулю в начальный 
момент времени, то она и остаётся равной нулю. А это 
значит, что никакие траектории не могут пересекать оси 
координат. Динамика системы вдоль осей в общем случае 
описывается уравнениями первого порядка

2
1 1 1 1 1x a x b x ; 2

2 2 2 2 2x a x b x , 
имеющими точки бифуркации при b1=0 и b2=0 соответ-
ственно.

Рассмотрим типовые ситуации для случая, близко-
го к симметричному (когда а1 а2, b1 b2, c1 c2). 

Пусть конкурентное взаимодействие отсутствует 
(c1c20), то есть развитие сообществ является автоном-
ным, независящим друг от друга. Тогда изоклины и фа-
зовый портрет будут иметь вид, изображенный на рис.1 
(где а1а21, b1b21). Стрелочки на фазовом портрете 
показывают, в каком направлении будет происходить из-
менение характеристик системы (значений х1 и х2 ) с те-
чением времени в процессе ее эволюции.

Из рис. 1 видно, что в системе (4) существует одно 
устойчивое состояние равновесия с характеристиками 
(х1а1/b1, х2а2/b2), к которому с течением времени эво-
люционирует система.

Если между сообществами возникает конкурент-
ное взаимодействие (c1>0, c2>0), то ситуация изменяет-
ся. В случае, если конкурентное взаимодействие не слиш-
ком сильное и удовлетворяет условию с1 с2 < b1 b2, то про-
сто проиходит смещение устойчивого положения равно-
весия в область меньших значений х1 и х2 (см. рис.2), то 
есть состояние обоих сообществ ухудшается.

Если интенсивность конкурентного взаимодей-
ствия усиливается и в какой-то момент превысит порог  
с1 с2 = b1 b2, то происходит бифуркация, фазовый портрет 
кардинально изменяется (см. рис.3). 

Видно, что вместо одного устойчивого состояния 
равновесия возникает два, но в каждом из них существу-
ет только одно сообщество, а второе погибает, не выдер-
жав конкурентной борьбы (такая ситуация соответствует, 
например, разорению фирм или поражению государства 
в войне). То, какое из сообществ окажется победителем, а 
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какому суждено погибнуть, зависит от начальных условий.
Таким образом, сравнение автономного развития 

с развитием при наличии конкуренции формально сви-
детельствует в пользу первого. Возникает вопрос: чем же 
тогда обосновано расхожее мнение о том, что конкурен-
ция полезна для биологических и социальных сообществ. 
Ответ заключается в следующем: результат конкурентных 
отношений зависит от реакции на них взаимодействую-
щих акторов и от особенностей рассматриваемой ситуа-
ции. Поясним это, используя модель (4), и выведем мате-
матические критерии смены отрицательного эффекта от 
конкуренции на положительный, и наоборот. 

Итак, формально из (4) следует, что конкуренция 
приводит к ухудшению характеристик взаимодействую-
щих сообществ и угнетает их развитие (поскольку пе-
ред членами, учитывающими конкурентное взаимодей-
ствие в (4), стоит знак «минус»). Это соответствует слу-
чаю пассивного поведения акторов. Но возможен вари-
ант, когда конкурирующие сообщества начинают мо-
билизовывать свои собственные ресурсы в стремлении 
выйти победителем в конкурентной борьбе. И это мо-
жет приводить к тому, что оба конкурирующих сообще-
ства начинают развиваться интенсивнее.

Математически это можно выразить следующим 
образом: у рассматриваемых сообществ параметры а1, 

а

б

а

б

Рис.1. Изоклины а и фазовый портет б в случае 
автономного развития (взаимодействие сообществ 

отсутствует с1=с2=0)

Рис.2. Изоклины а и фазовый портет б в случае 
относительно слабого конкурентного взаимодействия 

(с1 с2 < b1 b2 )

а

б

Рис.3. Изоклины а и фазовый портет б в случае 
сильного конкурентного взаимодействия 

(с1 с2 > b1 b2 )
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а2 перестают быть постоянными и начинают зависеть от 
переменных, характеризующих сообщество-конкурента, 
например, приобретая следующий вид:

1 1 1 2a a h x ; 2 2 2 1a a h x .   (11)
Такая запись означает следующее: чувствуя угро-

зу своему существованию от деятельности конкурента, i-е 
сообщество мобилизует внутренние ресурсы и интенси-
фицирует механизмы собственного роста. Это сказыва-
ется на увеличении параметра а

i
 пропорционально су-

ществующей угрозе (то есть пропорционально «силе» x
j
 

конкурента). Коэффициенты h
i
 отражают возможности 

для наращивания собственного роста (к которым отно-
сятся ресурсные, технические, организационные, интел-
лектуальные и др. возможности). 

В итоге с учетом реакции рассматриваемых сооб-
ществ на конкуренцию со стороны соперника, система 
уравнений (4) может быть переписана в виде

2
1 1 1 2 1 1 1 1 1 2

2
1 1 1 1 1 1 2

2
2 2 2 1 2 2 2 2 1 2

2
2 2 2 2 2 1 2

;

,

x a h x x b x c x x

a x b x g x x
x a h x x b x c x x

a x b x g x x

  (12)

где параметры g1 и g2 равны

1 1 1;g h c 2 2 2g h c    (13)
и могут принимать как отрицательные, так и положи-

тельные значения. Это основное отличие системы урав-
нений (12) от (4), в которой члены, описывающие взаи-
модействие, всегда имели отрицательное значение. 

Рассмотрим, к чему приводит такое преобразова-
ние базовой математической модели, описывающей кон-
курентное взаимодействие. Для этого снова обратимся к 
анализу фазовых портретов. 

Приравнивая нулю правые части (12), получаем 
следующий набор изоклин в виде четырёх прямых

1 1 1 1 2 0a b x g x ,

2 2 2 2 1 0a b x g x , 1 0x , 2 0x .
  (14)

Первую и вторую изоклины удобно записать в 
преобразованной форме

2 1 1 1 1 1/ /x a g x b g ,

2 2 2 1 2 2/ /x a b x g b .
   (15)

Соответственно, имеем следующие формулы для 
равновесных точек в системе

1) начало координат ( 1 0x , 2 0x ); (16)
2) ( 1 1 1/x a b , 2 0x );   (17)

3) ( 1 0x , 2 2 2/x a b );   (18)

4) 2 1 1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2 1 2

,a g a b a b a g
b b g g b b g g

.  (19)

Сравнение с (7)–(10) показывает, что первые три 
точки равновесия остаются прежними, а четвертая из-
меняется.

Рассмотрим для более наглядного понимания ди-
намики некоторые частные случаи системы (12). Допу-
стим, что равны между собой начальные значения обеих 
переменных и попарно равны коэффициенты при соот-
ветствующих слагаемых в первом и во втором уравнени-
ях (12) (то есть а1=а2=а, b1=b2=b, g1=g2=g).

Тогда оба сообщества развиваются в соответствии 
с уравнением Бернулли 

2
i i ix ax b g x .   (20)

Это уравнение имеет бифуркацию при g=b. В точке 
бифуркации (g=b) имеет место экспоненциальное реше-
ние, описывающее непрерывный рост обеих сообществ. 
Сдвиг значений какого-либо из двух параметров в сторону 
g<b приводит к логистическому уравнению с насыщени-
ем: рост переменных х1 и х2 ограничен значением a/(b–g). 
Сдвиг значений какого-либо из двух параметров в сторону 
g

i
>b

i
 приводит к уравнению неограниченного роста с обо-

стрением. Четвёртое положение равновесия приобретает 
в этом случае упрощённый вид (a/ b–g), a/(b–g)), то есть, 
лежит на линии х1=х2. При условии g>b оно оказывается в 
отрицательной области.

Рассмотрим вопрос об устойчивости положений 
равновесия системы (12). Система допускает возможность 
аналитического рассмотрения вопроса об устойчивости 
положений равновесия посредством исследования линеа-
ризованной системы (первый метод Ляпунова).

Точка (х1=0, х2=0) является неустойчивой при 
а1>0, а2>0, то есть во всей интересующей нас области 
параметров. Для положения равновесия (x1=a1/b1, х2=0) 
условием устойчивости является неравенство a2<–g2a1/
b1. Для положения равновесия (х1=0, x2=a2/b2) условием 
устойчивости является неравенство a1<–g1a2/b2. Услови-
ем устойчивости точки

2 1 1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2 1 2

,a g a b a b a g
b b g g b b g g

, 

когда она расположена в области положительных значе-
ний переменных, является неравенство g1 g2 < b1 b2. 

В зависимости от того, устойчива или нет каждая 
из трёх точек равновесия за пределами начала коорди-
нат, могут реализовываться различные варианты конку-
рентной системы.

2. Анализ основных вариантов поведения системы

Рассмотрим более подробно динамику конкурент-
ных отношений при различном соотношении параме-
тров модели (12). Для всех дальнейших вариантов и ил-
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люстративных расчётов примем фиксированные значе-
ния следующих коэффициентов: a1=1, a2=1, b1=1, b2=1 
(реально это означает, что параметры автономного раз-
вития рассматриваемых сообществ идентичны и в этом 
смысле ситуация симметрична: никто не имеет априор-
ного преимущества). 

Вариант 1. Случай сильного конкурентного взаи-
модействия | g1 g2 |> b1 b2. при отрицательных и пример-
но равных по абсолютному значению g1 и g2.

Этот случай соответствует ситуации, отражен-
ной на рис. 3, когда происходит жесткая конкуренция, 
результатом которой является гибель одного из сооб-
ществ. При этом в силу примерного равенства зна-
чений  g1 и g2 исход конкурентной борьбы заранее не 
ясен, многое зависит от начальных условий и от того, 
насколько сильно конкурирующие сообщества могут 
влиять на значения  g1 и g2.

Вариант 2. Случай сильного конкурентного взаи-
модействия  | g1 g2 |> b1 b2 при отрицательных и существен-
но отличающихся по абсолютному значению g1 и g2.

Этот случай тоже соответствует ситуации, когда 
происходит жесткая конкуренция, результатом которой 
является гибель одного из сообществ. Отличие от вари-
анта 1 заключается в том, что исход борьбы заранее изве-
стен: побеждает актор, которому удалось найти уязвимые 
места противника и добиться решающего преимущества 
(см. рис.4, где g1 =–0,5; g2 =–4).

Видно, что каково бы ни было исходное состояние 
результат предрешен: побеждает сторона, использующая 
более эффективную стратегию конкурентной борьбы.

Вариант 3. Случай умеренного конкурентного 
взаимодействия | g1 g2 |< b1 b2 при отрицательных значе-
ниях g1 и g2.

Этот случай соответствует ситуации, отраженной 
на рис. 2, когда влияние конкурентного противоборства 
не настолько сильное, чтобы приводить к гибели кого-
либо из соперников. В этом случае устанавливается но-
вое состояние равновесия с худшими (чем в отсутствие 
конкуренции) характеристиками у всех сообществ. Ни 
одна из сторон не может победить, но ущерб терпят все 
(такая ситуация складывается, например, во время затяж-
ных политических, этнических, конфессиональных кон-
фликтов или торговых войн).

Вариант 4. Случай умеренного конкурентного 
взаимодействия | g1 g2 |< b1 b2 при положительных значе-
ниях g1 и g2.

Этот случай соответствует ситуации, когда вза-

имодействующие стороны, опасаясь поражения в кон-
курентной борьбе, мобилизуют резервы и, несмотря на 
противодействие противника, наращивают темпы роста, 
как это описано в (11). Если возможности для такого на-
ращивания ограничены (например, ресурсными преде-
лами) и выполняется условие | g1 g2 |< b1 b2, то в результате 
устанавливается новое состояние равновесия с лучшими 
(чем в отсутствие конкуренции) характеристиками у всех 
сообществ (см. рис.5, где g1 =0,5; g2 =0,5).

Таким образом, в данном случае конкуренция игра-
ет положительную роль, поскольку стимулирует интенси-
фикацию производственных усилий соперничающих сто-
рон, не приводя при этом к дестабилизации системы.

Вариант 5. Случай сильного конкурентного взаи-
модействия | g1 g2 |> b1 b2 при положительном значении g

i
 

и отрицательном значении g
j
.

Этот случай соответствует ситуации, когда кон-
куренция усиливается и при этом одна из сторон в ка-
честве своего приоритета ставит не столько ухудшение 
состояния соперника, сколько достижение дополни-
тельных преимуществ (например, за счет внедрения но-
вых, более совершенных технологий)1. На рис. 6 пока-
зана ситуация, когда сторона 2, мобилизовав свои уси-

Рис.4. Изоклины а и фазовый портет б в случае 
сильного конкурентного взаимодействия ( | g1 g2 | > b1 b2 ) 

и явного преимущества одной из сторон

а

б

1 Впрочем, получение конкурентных преимуществ одной стороной все равно, как правило, приводит к ухудшению состояния 
конкурирующей стороны.
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лия на развитии и внедрив новые технологии, получа-
ет решающее конкурентное преимущество, что приво-
дит к ее победе над соперником (на рис.6, g1 =–2; g2 =2).

Видно, что хотя сторона 2 сконцентрирована не 
столько на противоборстве, сколько на собственном раз-
витии, в результате она достигает победы над конкурен-
том за явным преимуществом. Это достаточно типичная 
ситуация в современном бизнесе, когда фирма-лидер по-
беждает и поглащает своих менее удачливых конкурентов. 

Особенностью данного варианта является то, что 
значения g1 и g2 имеют разные знаки. Такая ситуация воз-
никает, в частности, при наличии жестких ресурсных 
ограничений (в том числе ограничений покупательско-
го спроса, если речь идет о конкуренции фирм на потре-
бительском рынке): в этом случае успех одной стороны 
автоматически ведет к проигрышу стороны-конкурента 
(так называемая «игра с нулевой суммой»). Такая ситуа-
ция благоприятна для возникновения монополизма, для 
подавления лидером всех своих конкурентов.

Вариант 6. Случай сильного конкурентного взаимо-
действия | g1 g2 | > b1 b2 при положительных значениях g1 и g2.

Эта ситуация, соответствующая «игре с положи-
тельной суммой», когда все конкуренты стремятся вы-
рваться вперед и при этом имеющихся ресурсов хвата-
ет на всех (либо конкурирующие стороны сами в про-
цессе своей деятельности создают необходимые им ре-
сурсы). В этом случае, несмотря на возможные расхо-
ждения в темпах развития, идет непрерывный (и убы-
стряющийся) рост всех конкурирующих сообществ, ни 
одно из которых в этой гонке не гибнет (см. рис.7, где 
g1 =2; g2 =2).

Частным случаем варианта 6 является режим ро-
ста с обострением, который обсуждался выше и которо-
му соответствует уравнение (10). Этот режим встречает-
ся в моделях долгосрочного демографического и эконо-
мического роста [6-9].

Таким образом, анализ системы (12) показывает, 
что в зависимости от особенностей внешних условий и 
от поведения сторон конкуренция может приводить как 
к ухудшению характеристик (и даже к гибели) взаимо-
действующих сообществ, так и к их непрерывному ро-
сту. Конкретный режим, который реализуется в резуль-
тате конкуренции, определяется следующими условиями:

1) соотношением между величинами | g1 g2 | и b1 b2  
(сильным или умеренным конкурентным взаимодействием);

2) знаками величин g1 и g2 ;
3) ограниченностью или достаточностью ресур-

сов (игрой с нулевой или с положительной суммой).

3. Поведение системы в негрубых случаях

Выше были рассмотрены ситуации, когда поведе-
ние системы (12) является «грубым», по А.А. Андронову 

а

б

Рис.5. Изоклины а и фазовый портет б в случае 
умеренного конкурентного взаимодействия (| g1 g2 |< b1 b2) при 

положительных значениях g1 и g2 

а

б

Рис.6. Изоклины а и фазовый портет б системы в случае 
сильного конкурентного взаимодействия (| g1 g2 | > b1 b2 ), когда 

значения g1 и g2  имеют разные знаки 
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[10]. Такие ситуации реализуются, когда изоклины (14) 
пересекаются, порождая четыре точки равновесия (16)-
(19). Однако возможны ситуации, когда первые две изо-
клины из (14) параллельны друг другу (тогда точек рав-
новесия только три) или сливаются в одну прямую (тог-
да точек равновесия бесконечно много). Это становится 
возможным при выполнении условия g1 g2 = b1 b2. Наибо-
лее интересными с точки зрения практических прило-
жений являются следующие варианты.

Вариант 7. Случай g1 g2 = b1 b2 при отрицатель-

ных значениях g
i 
 и при a2 g2  a1 b1.

В этом случае первые две изоклины из (14) парал-
лельны друг другу. Этот случай соответствует ситуации, 
когда происходит жесткая конкуренция, результатом ко-
торой является гибель одного из сообществ. При этом 
исход борьбы заранее известен: побеждает сообщество, 
изоклина которого располагается дальше от начала ко-
ординат (см. рис.8, где  g1 =–0,5; g2 =–2).

Вариант 8. Случай g1 g2 = b1 b2 при отрицатель-

ных значениях g
i 
 и при a2 g2  a1 b1.

В этом случае первые две изоклины из (14) совпа-
дают. Это соответствует ситуации, когда в ходе конкурен-
ции возникает бесконечное множество состояний рав-
новесия и система может устойчиво находиться в любой 
точке слившихся изоклин (см. рис.9, где g1 =–1; g2 =–1). 

Несмотря на кажущуюся экзотичность вариантов 
7 и 8 они достаточно часто встречаются при экономиче-

а

б

Рис. 7. Изоклины а и фазовый портет б системы в случае 
сильного конкурентного взаимодействия (| g1 g2 | > b1 b2 ) 

при положительных значениях  g1 и g2  

а

б

Рис. 8. Изоклины а и фазовый портет б системы в случае 
g1 g2 = b1 b2 при параллельном расположении изоклин 

а

б

Рис. 9. Изоклины а и фазовый портет б системы в случае 
g1 g2 = b1 b2 при совпадающих изоклинах
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ском моделировании и имеют большое содержательное 
значение. Однако это тема отдельного разговора, она бу-
дет обсуждена в следующей статье.

Заключение

Таким образом, достаточно простая система урав-
нений может описывать как стремление к положениям 
равновесия в сообществах с конкуренцией (где она вы-
ступает как ограничитель), так и процессы роста, в том 
числе в режиме с обострением (где конкуренция высту-
пает как стимул). Эта система позволяет также выяснить, 

при каких значениях параметров происходит переход от 
одного режима к другому.

Для тех негрубых случаев, где существует непре-
рывное множество положений равновесия, можно дать 
экономическую интерпретацию, что в таких случаях 
(точнее, в их близких окрестностях) экономические си-
стемы более управляемы. 

В следующей статье будут рассмотрены конкрет-
ные модели, соответствующие изложенным выше базо-
вым вариантам конкурентных взаимодействий.
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